ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

E.D.O. LINEALES NO HOMOGENEAS. SOLUCIONES
PARTICULARES.

Si tenemos una E.D.O. lineal no homogénea de coeficientes constan-
tes:

Y (8) + anay" V() F e+ ary' (1) + agy(t) = (1),
donde la funcién f es de la forma
f(t) = e*[P(t) cos Bt + Q(t) sen St]
siendo P y () polinomiosy «,f € R, se puede "probar” una solu-

cién particular yy parecida a f. En concreto:

Proposicién 1. Sea una E.D.QO. lineal de orden n mo homogénea y de
coeficientes constantes

Y (1) + a1y V(@) + o+ @y () + aoy(t) = £(2),

donde la funcion f es de la forma
f(t) = e*[P(t) cos St + Q(t) sen 3]

siendo P y @ polinomiosy «,B € R. St A= a+ pi es una raiz
de la ecuacion caracteristica de multiplicidad s (puede ser cero y
entonces no es raiz), entonces

yo(t) = t°e®[P(t) cos Bt + Q(t) sen 1]

donde P Y @ son ciertos polinomios de grado el mayor de los grados

de los polinomios P y @, esta yg es una solucion particular de la
E.D.O.

Demostracion: La prueba que sigue consiste, efectivamente, en ha-
llar los polinomios P y (). Lo veremos en sus distintos casos.

f(t) =0 bit*, f es simplemente un polinomio

(En este caso a =0y = 0).
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= Si A = 0 no es raiz de la Ecuacion Caracteristica, entonces el
coeficiente de la E.D.O. ay # 0. Usando el Principio de Superpo-
sicion de la leccion anterior, sera suficiente con ver que la E.D.O

Y (t) 4+ a1y V) + ...+ a1y (t) + agy(t) =t
tiene como solucién particular yg un polinomio de grado k. Claro,

si

k
yo(t) = Z c;t! (donde ¢; estan por determinar),
=0

k
yo(t) = chjtj_l (polinomio de grado k& — 1),
j=1
k
(t) = Zj(j — 1) —n 4 D) (polinomio de grado k —n
j=n

o cero si n > k. Si entramos en la E.D.O. con y, tenemos
n—1
yg) + Z aiyé) = ...polinomio de grado k... = tk.
i=0
Igualando coeficientes tenemos un sistema lineal de (k + 1)-

ecuaciones y (k + 1)-incégnitas (cg, ¢1, ..., ¢ ). En particular,
apc, = 1 = e = 1/ayp.

arkey, + agc—1 =0 = cr_1 = —ark(1/ad)

= Si A = 0 es raiz de la Ecuacion Caracteristica de multiplicidad

s, entonces la E.D.O. es de la forma
n—1 N
y™ + Z ay?) = f(t) = Z byt® con as # 0.
=S k=0

El cambio de variable z(t) = 3, nos reduce la ecuacién a

n—1

2V 4 Z a;z" %) = f(t) con as # 0.

=S
Ya estamos en el caso anterior, asi existe una solucién particular

29 = P. Este un polinomio es de grado N. Como
20 = yg) integrando s veces yo = t°P (1),

donde P es un polinomio de grado N 0

f(t) = P(t)e, P polinomio de grado N.
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En principio no distinguimos si A es real o complejo. Para fijar ideas,

podemos pensar que A\ = a y 8 = 0. Antes de seguir un Lema.

Lema 1. Sea una E.D.O. lineal de orden n y coeficientes constantes
V() + anay V() + o+ ary' (1) + agy(t) = (D).

St A1, ..., Ap son las raices distintas de la Ecuacion Caracteristica con

multiplicidades s, ..., s, respectivamente, asi
Y () + anay" V() + o+ ay () Fay(t) = f(1) &
I, (D = Xo)™y(t) = f(1),
entonces el cambio de variable
y(t) = ez(t)
transforma la ecuacion en
Ty (D — (N = )™ z(t) = f(t)e™.
Demostracion: En el caso homogéneo f = 0, como
y(t) = eMz(t)
Y (1) = AeMz(t) + M (1) = eM(z(t) + 2 (1))

y'(t) = MMz + 2) + M 4 2 = MNPz 20 + )

entrando en la E.D.O nos queda

(%) M by 2"V bzl =0

Por el Teorema 2 de tres lecciones atras ( soluciones explicitas de
Yy (t) + an_1y" V() + ... + a1/ (t) + apy(t) = 0), sabemos que las
soluciones independientes son

y(t) = tier.
Por el cambio de variable,
2(t) = thetite ™,
Luego la Ecuacion Caracteristica de la E.D.O. en z tiene que ser
I_(x — (N — A)* =0.

Ahora, el caso general, para f no nula, se sigue de (x) O
El cambio de variable del Lema nos permite ”trasladar” las raices de
la Ecuacién Caracteristica sin perder la multiplicidad.
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» )\ no es raiz de la Ecuacion Caracteristica. Si hacemos el cambio

y(t) = eMz(t), por el lema nos queda el problema
I (D — (N = A\)%z= 2"+ b1 2" Y 4 ...+ byz = P(t)

donde by # 0, ya que \ # \; para todo i. Estamos en el caso de
arriba y por tanto existe una solucién particular

20(t) = P(1),
un polinomio de grado N. Deshaciendo el cambio de variable,
yo(t) = M P(t)

es una solucién particular del problema de partida.

= )\ es raiz de la Ecuacién Caracteristica. Supongamos que A = \;
con multiplicidad s;. Como antes, hacemos el cambio de variable
y(t) = eM'2(t) y obtenemos

M7, (D — (N — M))¥ D% 2 = 2" 4+ by_12" Y + .+ by, 2V = P(t),

con by, # 0. Usando el caso de arriba, existe una solucién parti-

cular,
2(t) = £ P(t)
donde P es un polinomio de grado N. Deshaciendo el cambio de
variable,
yo(t) = M1 P(t)

es una solucién particular del problema de partida O

f(t) = e™[P(t) cos St + Q(t) sen ft],
donde P,() son polinomios realesy [ #0

Vamos a usar el caso anterior teniendo en cuenta que alli A = a+ i

podia ser real o complejo (cuando 5 # 0). Observemos que:

1 . .
e P(t) cos Bt = §p(t) [eloHBit | ela—Bil

y que
e Q(t) sen ft = é@(t) [elatBt _ gla=Bit],
Luego
U P(1) cos Bt + Q(r)sen ] = e P(1) + QU]+
(e PULP() = L] = £(6) = IUR() + e (1),

donde R y S son polinomios de grado el méaximo del grado de Py @,
con coeficientes complejos.
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Usando el Principio de Superposicién y el caso anterior (para A =
a = fi complejo y polinomios Ry S de coeficientes complejos), tenemos
que existe una solucién particular yo, del problema no homogéneo de
la forma (para s la multiplicidad de a + i 0 a@ — i como raiz de la
Ecuacién Caracteristica)

yo(t) = t5e TP R(E) + t3e @ PIES(1) =

t°e% cos BEP(t) + t°e™ sen BtQ(t) = y1 () + ya(t)i.
Si P y @ son polinomios con coeficiente reales hemos terminado. Si
no, tomamos la parte real de yq. Claro, si entramos en la E.D.O. con
Yo = Y1 + yot, tenemos que

Y () 4+ anayy V() + e+ aryl (1) + aoyi () +

iy () + anrys” () + oo + arh(t) + aoya(t)] = F(2).

Como f es real, se sigue que

yg)(t) + an,lygfl)(t) + oo+ aryy(t) + agy2(t) = 0.

Luego 1 = Re(t*e® cos BtP(t) + t*¢® sen StQ(t)), es como nos pide el
enunciado, como si Py () son polinomios con coeficientes reales 0

Ejemplo 1. Queremos encontrar soluciones particulares en los si-
gquientes ejemplos:
Ly —y -dy=1,
2.y +y=a—x+1 (compara con el mismo ejemplo en la leccion
anterior);
3.y +4y = 3senx;
4. y" —y' 4+ 4y = 3senx.

Demostracion:

1. y" —y' — by = 1. Probamos una solucién particular yo = A cons-
tante ( A = 0 no es raiz de la Caracteristica y 1 es un polinomio
de grado cero). Entrando en la E.D.O. con yy = A, tenemos que:

—bA =1, luego A=-1/5.

3

2.y +y=12>—x+1. Como A =0 no es raiz de la Caracteristica,

probamos con un polinomio de grado 3
yo(x) = Bsx® + Box® 4+ Bix + By
yh(z) = 3Bsa® + 2Byx + By
Yo (x) = 6Bsx + 2Bs.
Entrando en la E.D.O., tenemos que

6831’+2BQ+33$3+BQ$2+le—|—BO :333 —ZIZ'+1
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[gualando coeficientes

B3 = 1
BQ - O
683 + Bl — —1 ’
2B+ By, = 1
sistema 4 X 4 que tiene por solucion: B3 =1,B,=0,B, = -7y

By = 1. Asi nuestra solucion particular es:
Yo = x> — Tx + 1.

3. y"+4y = 3senz. Como A = +i no es solucién de la caracteristica

probamos con una solucién del tipo

yo(z) = Asenzx
yo(z) = Acosz
yo(xr) = —Asenz.
Entrando en la E.D.O.
—Asenx +4Asenx = 3senz.

Claramente A = 1 y yo(r) = senz es una solucién particular.
.No tendriamos que haber elegido yg = Asenz + Bcosx ? La
respuesta es SI, claro que en este caso particular B = 0. Veamos
que no ocurre lo mismo en el ejemplo siguiente.

4. y"—y'+4y = 3senx. Como A\ = +i no es raiz de la Caracteristica,
probamos una solucion del tipo

yo(z) = Acosz + Bsenx
yp(x) = —Asenz + Bcosz

Yy () = —Acosz — Bsenu.

Entrando en la E.D.O., tenemos que:
—Acosz — Bsenz + Asenz — Beosx +4Acosx +4Bsenx = 3sen .

Igualando coeficientes

3A—B = 0

A+3B = 3.
Resolvemos el sistema y A =3/10 y B = 9/10, luego la solucién
particular que buscamos es:

3 9
yo(x) :Ecosx—i-l—osenx O
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Ejercicio 1. Encuentra una solucion particular de y" + y = 3senx.
Como A = %1 son dos raices complejas conjugadas de multiplicidad 1

de la Caracteristica, prueba con una solucion particular del tipo:

yo(x) = xAcosz + rBsenx.
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