AMPLIACION DE MATEMATICAS

E.D.O. DE PRIMER ORDEN

Definicién 1. Sea f una funcion de dos variables
f o [a,b] xR —- R
(t,x) — [f(t=)
a) Una E.D.O. de primer orden es una ecuacion del tipo

/() = f(t,x(t)) (1).
b) Se llama problema de Cauchy o de valor inicial a la ecuacion

con datos iniciales

{70 = et )

Jf(to) = Ty,

donde tq € [a,b] y x9 € R son nimeros previamente fijados.

Ejemplo 1. Vimos en la introduccion el ejemplo

"() =y(z)+3
{0 )
Aqui el papel de la funcién f lo hace f(x,y) = y + 3, la funcién
incégnita es y(z) y z es la variable independiente (la ¢ de la definicién
de arriba). 2o = 0 e yo = 2.

Definicién 2. a) Se llama solucion de la ecuacion (1) a toda funcion
de una variable

z:J Cla,b — R,
con dominio J, de modo que satisfaga la ecuacion '(t) = f(t,x(t))
para todo t € J.

b) Si ademds x(ty) = xg, x es la solucion del problema de Cauchy (2).

Ejemplo 2. Consideremos el ejemplo (3) de arriba. En este caso sen-

cillo, las siguientes cuentas son posibles.
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y'(z)
y(x) +3
integramos en ambos lados de la igualdad respecto de x

[ [

haciendo las integrales queda

De la ecuacién y'(z) = y(z) + 3 pasamos a = 1, ahora

log(|y(x) +3)) = = + K

donde K es una constante de integracion. Ahora despejando la funcion
Yy tenemos que

y(r) = £ —3=K'e¢* -3 donde K' =4 KcR

Asi para cada valor de K’ € R, tenemos una solucién distinta de la
ecuacién diferencial. Si ademds imponemos que y(0) = 2, entonces
2 = efe — 3 y despejando K = log 5. Por tanto y(z) = 5e* — 3 es la
tnica solucién del problema de Cauchy (3).

Observacion 1. Una ecuacion diferencial no tiene por que tener una
unica solucion. Suele ser unica si imponemos algun tipo de condicion

adicional como las condiciones iniciales de un problema de Cauchy.

El siguiente Teorema de existencia de soluciones de ecuaciones dife-
renciales nos puede ayudar a entender mejor la observacién anterior,

aunque su demostracién esta fuera de nuestro alcance.

Teorema 1. Dada una ecuacion diferencial x'(t) = f(t,z(t)) y dos
valores ty € [a,b] y xo € R,

a) si la funcidn f es continua en un entorno del punto (ty, zo), entonces
la ecuacion diferencial (1) al menos tiene una solucion (local).

b) si la funcion f tiene derivadas parciales continuas en un entorno
del punto (to,xo), entonces el problema de Cauchy (2) tiene un tinica

solucion.

En los ejemplos que irdn apareciendo veremos como una ecuacion
diferencial define toda una familia de funciones que son soluciones de
la misma y que cuando fijamos unas condiciones iniciales, entonces solo

una funcion de la familia de soluciones verifica esta nueva condicidn.

Apéndices. Otras formas de escribir una E.D.O.
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Ecuaciones no resueltas respecto de la derivada. Una curva en

el plano puede venir dada por distintos tipos de ecuaciones.

Ejemplo 3. La circunferencia de centro el origen y radio r > 0 se
puede escribir como:

» y=+/r?—22parax € [—r,7]. Ecuaciéon explicita.

. ©(t) = roost t €10,2m]. Ecuaciones paramétricas.
y(t) = rsent
o 2?4y =2 Ecuacion implicita.

En la Hoja-0 de problemas se pueden ver mas ejemplos.
Una E.D.O. de primer orden 2'(t) = f(t,z(t) ), se la apellida también
como E.D.O. resuelta respecto de la derivada. De forma mas general:

Definicién 3. Sea F' una funcion de tres variables
F : [a,b] xR* — R
(t,z,2') — F(t,x,2)

a) Una E.D.O. de primer orden es una ecuacion del tipo

F(t,x(t),2'(t)) =0 (4)E.D.O. no resuelta respecto de la derivada.

b) Se llama problema de Cauchy o de valor inicial a la ecuacion
con datos iniciales

{ F(t,x(t),2'(t)) =0 (5)

x(tg) = xo, ' (tg) = x,

donde tq € [a,b] y xo, xy € R son nimeros previamente fijados.

Para pasar de la ecuaciéon F(t,z,2’) = 0 a otra de la forma (1)
solo hay que despejar la tercera variable z’. Por ejemplo, si F tiene
derivadas parciales continuas, F'(tg,zo,z() = 0y %(to,xo,xg) #£0
(hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita), entonces existe
una tnica funcién f en un entorno del punto (¢, zo)

f : [to-&,to-’-&]X[l’o-&l’o—f—(g] — R
(t,z,) — [t =)
de modo que

F(t,z, f(t,z)) =0 para todo(t,z) € [ty — 0,1y + ] X [xo — J, 0 + 0].

Luego, al menos localmente, las ecuaciones diferenciales F'(¢, z(t), z'(t)) =

0y 2/(t) = f(t,xz(t)) (para la anterior f ) son equivalentes.
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Forma integral de una E.D.O. de primer orden. Dado el proble-

L @)

e integrando

/m t 2'(s)ds = /t: F(s,2(s))ds,

x(t) — xg = /t f(s,z(s))ds.

tenemos que

Despejando
(1) :x0+/t/f(s,a7(s))ds (6).

Esta es la forma integral del problema de Cauchy (2). Esta expresion
se suele usar en las demostraciones de las Teorema de Existencia y
Unicidad.

Ecuaciones de orden superior. Tendremos ecuaciones diferenciales
de orden superior (a uno) si en las ecuaciones aparecen derivadas de x
de orden mayor. Formalmente

Definicién 4. Sea F' una funcion de n + 2 variables

F o [ab] xR™ R
(t,z,2',....,2") — F(t,x, 2, ... 2")

a) Una E.D.O. de orden n es una ecuacion del tipo

F(t,z(t),2'(t),...,2™(t)) = 0 (T)E.D.O. mo resuelta respecto de la derivada.

b) Se llama problema de Cauchy o de valor inicial a la ecuacion
con datos iniciales

F(t,z(t),2'(t),...., 2™ () =0
{ z(to) )

= 2o, 2 (tg) = 2, ..., 2 (to) = 2
donde ty € [a,b] y xg, x}, ...,:L‘g) € R son numeros previamente fijados.

Si se puede despejar la variable 2™, es decir si z™ = f(t,z,2',...,2" V),

tendremos la E.D.O. equivalente resuelta respecto de la derivada

™ = f(t,x(t), 2 (1), ..,z D(t)).
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