ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ DIAGONALIZABLE.

Dada una matriz A cuadrada de orden n y coeficientes reales, si
esta es diagonalizable, entonces en este caso es sencillo calcular su
exponencial. Distinguiremos dos casos. Uno, que todos los autovalores

de la matriz A sean reales . Dos, que pueda haber autovalores complejos.
AUTOVALORES REALES.
Recordemos que el Algebra Lineal nos ensena que:

» Si una matriz A € M, »,(R) tiene todos sus autovalores reales
y distintos, entonces es diagonalizable. (Ver el Ejemplo 3 de la
leccién anterior).

» Si una matriz A € M, «,(R) es simétrica, es decir si es igual
a su transpuesta A = A’ entonces tiene todos sus autovalores
reales y ademads es diagonalizable.

» De forma general, si una matriz A € M, ,(R) tiene por autova-
lores reales (o complejos) a A1, Mg, ,,, A\, entonces A es diagona-

lizable si y solo si

Z dimKer(A—N\I) =n.

i=1
Observacion 1. Si A € M, ,(R), X es un autovalor y Vy es un auto-
vector respecto de \, entonces x(t) = eV es una solucion del sistema:

2/ (t) = Ax(t). Claro,
€ A "= (& A = A€ = A€ = Ae A-
( )\tV ) Y /\tv AV At AV At A )\tv

De aqui deducimos que:

Teorema 1. Sea una matriz A € My, (R) diagonalizable. Sean Ay, Ay, , ., A\n
sus n autovalores (pueden ser iguales) y sean los correspondientes Vy,, Vy,, ...., Vi,
autovectores linealmente independientes, entonces el sistema homogéneo
2'(t) = Ax(t) tiene a:
L o(t) = (eMVy, eV, ... eMV))), matriz de columnas, como
matriz fundamental;
2. z(t) = 1MV, +ce® Vi, 4. Acne™ V| para (cy, ..., c,) € R,
por solucion general.
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Demostracion: Como A es diagonalizable, su matriz de Jordan aso-

A 0 0 -+ 0
0 X O 0
ciada es J = : : y la matriz de paso estd dada
0
0 e A,

por Q = (Vy, Vi, .... V3, ), matriz de columnas. Sabemos que una matriz

fundamental del problema es

€>\1t 0 0 .. 0
0 e 0 0
eMQ =Qe’ =V, Vi, ... i) : : -
0
0 .. ent

(GAltV)\l 6)‘2t‘//\2 6/\"tv/\n).

Por tanto la solucion general del problema es:

C1
(ot Aot Ant @ | _
r(t) = (eMVa, eVyy e WVy) | L | =
Cn
1MV, 4 eV, + o+ cpetVy para (ci,...,c,) € R"O
Usando el ultimo ejemplo de la leccion anterior
1 -5 -3
Ejemplo 1. 2/(t) = [ 0 2 0 |az(t) = Az(t), donde x(0) =
2 6 6

(1,0,0).

Los autovalores del matriz son A\; = 2, Ay = 4 y A3 = 3 con auto-
vectores asociados V; = (—1,-1,2),V, = (1,0,1) y V3 = (3,0,-2),
respectivamente; asi tres soluciones linealmente independientes del sis-
tema son: e*(—1,—1,2),e%(1,0,1) y €¥(3,0, —2) y la solucién general

del sistema es:

—1 1 3
v(t)=cre® [ =1 | +ce™ | 0 | +eze® | -0
2 1 —2

para todo (¢, co,c3) € R3.

AUTOVALORES COMPLEJOS.

Dada una matriz A € M,y,(R), si A = a + if es un autovalor
complejo, entonces su conjugado A = a — i3 también es autovalor de
la matriz A. Si la matriz A es diagonalizable, su matriz de Jordan

asociada es



APUNTES E.D.O. 3

A0 0 0
00X 0 0
0 0 ) 0
J=1 . .
0 0
0 A

y la forma real de esta matriz de Jordan (jque llamaremos con el

mismo nombre J!) es

a B 0 0
-6 a 0 0
0 0 A3 0
J = ;
0 0
0 A\,

es decir podemos encontrar una matriz de paso que transforma los

elementos de la diagonal ( 8\ % > en una matriz 2 x 2 de la forma
_( o B
=\ 5
Si aplicamos la definicién de matriz exponencial a la forma real de

B

la matriz J tendremos que:

eBt e 0
0 0 eM 0 0
ot — :
0
0 0 - ent

Ahora el problema se reduce a calcular la matriz exponencial 2 x 2

eBt,

Lema 1. Sean a,b € R, entonces

a b .
. b a _( e™ cos bt e“tsenbt>

—e%senbt e cosbt

Demostracion: Observemos que

a b 1 0 0 1
(5 a)=e(oi)(h0)
10

Como I = 0 1 ), la identidad, conmuta con cualquier matriz, y

por las propiedades de la exponencial, tenemos que

a b . ) 0 1 .
e _b a :ealte _1 0
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at
alt € 0

0 1 ) , entonces E? = —I, E3 = —E y por

Ahora, ya sabemos que

-1 0
ultimo E* = I y usando la definicién

Por otro lado si F = (

& kik
o ERF

© = !
k=0

usando como son de particulares las potencias de F

o (=1)it¥ oo (—1)Ie2Hl
ZJ‘:O 2))! Zj:o (2j+1)! _( cost Sent>

o (—1)i2i+1 oo (—1)it2i —sent cost
— 2= : <2‘§'+1)! 20 %

Juntando todo lo anterior

a b .
. b a :e“”ebEt:<€at 0 >< cos bt Senbt>:

0 e —senbt cosbt

( e cosbt e senbt > 0

—e%senbt e cosbt

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2. Tenemos el sistema:

' (t) 3 7 =3 x(t)
Zt)=1 y@t) | = -2 -5 2 y(t) | = A=(t)
2 (t) —4 —10 3 z(t)

Para resolver el sistema necesitamos encontrar una matriz funda-
mental.
Calculo de autovalores. Resolvemos
3— A 7 -3
0=]|A-X|=| -2 —5-2A 2 = (3=)) '
—4 —-10 3-—2X\

—5—A 2
—10 3\
..... = NEAN A+ 1=A—-DA =)\ +1).

Por tanto los autovalores son 1, el valor complejo ¢ y su conjugado

—i. Como son tres valores distintos la matriz A es diagonalizable y su

1 0 0
matriz de Jordan real es J = 0 O 1 |. Ahora usando el Lema
0 -1 0
anterior
et 0 0
elt = 0 cost sent

0 —sent cost
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Calculo de la matriz de paso. .- Para el autovalor A =1

X
- 2 47y -3z = 0
(4-1) i =0 = {—2:c 6y +2z = 0 7

I

{ 2 +7y -3z = 0
Y —z =0
un vector solucién del sistema es V3 = (=2, 1, 1), autovector asociado
al autovalor A = 1.
.- Para el autovalor A =1

T :
B (3—1id)x +7y -3z =0
(A=D1 v ) =0 < { —2r  (=b—i)y +2z = 0 <

z
(3—i)x +Ty -3z = 0
{ (=24 (2/3)B =)z (=5 —1i)+ (14/3))y = 0"
un vector solucién del sistema es Vo = (=1 42,1 —14,2) = (—1,1,2) +
i(2,—1,0), autovector asociado al autovalor \ = 1.
.- Para el autovalor A = —i, la teoria nos dice que un autovector

asociado es el vector V3 = (=1 — 2i,1 + 14, 2).
Ahora la matriz de paso real, segiin nos dice la teoria (ver el Apéndice
sobre la matriz de Jordan), es
-2 -1 2
Q=MW (1/2)(Va+Vs) (120)(Va=Vs)) = 1 1 -1
1 2 0
Matriz fundamental del problema. Ahora una matriz funda-

mental del problema es:

-2 -1 2 et 0 0
eMQ = Qe’t = 1 1 -1 0 cost sent | =
1 2 0 0 —sent cost
—2e! —cost —2sent —sent+ 2cost
et cost +sent sent — cost
et 2cost 2sent

De forma general tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea el problema x'(t) = Az(t), donde A € M,xn(R), es

una matriz diagonalizable. Sean los autovalores de la matriz:
los reales: Ay Ay
los complejos: Ay +6r+1i7 At _6r+1i7 """ ) ar+s+ﬁr+sia OérJrs_ﬁrJrsi

con r+2s = n (algunos autovectores se pueden repetir). Se consideran
los autovectores asociados:

Vla ) V;“a Vr+1 + iUr+1a Vr+1 - iUr+17 ------ ) Vr+s + iUT+87 VTJrs - iUrJrS
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respectivamnete. Entonces la matriz de Jordan real semejante a la Ma-

triz A es

A 0 0

J= Ar

Br+1
O Br—l—s

donde B,;; = ( gy Pre > para todo j = 1,2, ...,s. La matriz de

_67‘-1—]' Ay
paso ), que nos da la matriz J, es la matriz de las columnas

Q = ( ViV, Vr+1 Ur+1 Vr+2 Ur+2 ------ Vr—s—s Ur+s )

Una matriz fundamental del sistema es

ettt 00
At Jt et
Q= Q" = Q ot
0 eBrst
e+t cos Bt e*r+it sen B4t
donde ePr+i = para todo j =

—etrtitsen Bt e+t cos Bt

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO Y MATEMATICA APLICADA, FA-
CULTAD DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
Email address: Cesar_Ruiz@mat.ucm.es



