ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

METODOS ELEMENTALES DE RESOLUCION DE
E.D.O. III

El juego de las derivadas.

El Teorema de la Funcién Implita.
Sea F': R? — R una funcién con derivadas parciales continuas ( es
decir F' € C'(R?) ). Entonces
F(z,y) =K

representa una curva en al plano. Variando K € R conseguimos una

familia de curvas del plano.
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FiGUurA 1. Curva plana. En implicitas y como una grafica.

Si un punto (g, zo) € R? verifica que
OF

F(to,x0) = K y %(to,fﬂo) # 0,

entonces el Teorema de la Funcion Implicita nos dice que existe una
Unica funcién ¢ definida sobre un entorno de g
v o [to—ho,to+ho] — R
t = Y(t)
de modo que

F(t,9(t)) = K  paratodo  t€ [ty — ho,to+ ho).
1
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Ademas, el Teorema nos dice que ¢, que al menos localmente representa
la curva F(t,x) = K como una gréfica, es derivable. Su derivada se
obtine derivando, respecto de ¢, la expresién F'(t,1(t) = K. Usando la
regla de la cadena tenemos que:

OF oF o
a—xl(tﬂﬂ(t)) + 8_552(t’ W(E)y'(t) =0.
Despejando
, R 0)
(%) vl = aw

Y(to) = o
Esto no es mas que una E.D.O. de primer orden cuyas curvas solucién
son la familia de curvas F(t,z) = K.

Observacién 1. Si pedimos ademds que F' € C*(R?), entonces el Teo-
rema de las Deriwvadas Cruzadas nos dice que
O°F O’F
01901, - 011014

o0 que
OPPF  O°F
dxdt — Otdx”
Asi de la ecuacion (x) de arriba, tendriamos que
0~ 50 _ Ot
Oy  Ory

Esta Observacion da lugar a la siguiente definicion.

Ecuaciones exactas.

Definicién 1. Dadas dos funciones p,q : R> — R donde p,q € C*(D),
siendo D C R? abierto, se dice que la E.D.O. de primer orden

V() = p(t, z)

q(t,v)
es exacta si se verifica que
dp _Oq
Oy (t,z) = Oy (t, @),
0 que
Ip 9q
£(t, ) _E(t’ )7

para todo (t,x) € D.

El siguiente Teorema sirve para caracterizar las Ecuaciones Exactas,
asi como para encontrar su solucién: la funcién F (¢, x) de la cual py ¢
son derivadas parciales salvo el signo.
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Teorema 1. Dada una E.D.O. de primer orden del tipo:

t
() = p(t, x)
q(t, z)
donde p,q € C*(D), siendo D un abierto covero de R%. La ecuacion es

exacta si y solo si existe una funcion F € C?*(D) de modo que
OF OF
E(twﬁ) :p(ta .’L’) Y %(tw%) = —q(t,x)

para todo (t,x) € D.

Demostracion: Si existe tal F, entonces
O*F B 0*F
oxot  Otox

y asi
OPF  Op OPF  0(—q)  Oq

orot  or otor ot ot

lo que prueba que la ecuacién es exacta.

La otra implicacion es el método de resolucion de las ecuaciones
exactas. Veamoslo.

Sea (tg, xo) € D. Buscamos una funcién F' que verifique que F'(ty, zo) =

OF
0, 3¢

el Teorema Fundamental del Célculo tenemos que

F(t,z) — F(tp,x) = /t p(s, x)ds.

De forma analoga, fijada t,, entonces

Flto,z) = Flto, z9) — / " gt r)dr.

Zo

=py que g—i = —q. Asi, como p y ¢ son continuas, fijada x, por

Como queremos que F'(ty, z) = 0, definimos F' por

t T
F(t./fli)_/ p(s,:l;)ds—/ q(to,r)dr.

to o)

Veamos que esta funcion tiene las propiedades deseadas y que ademas

nos da una solucién implicita de la ecuacion.

to o
F(t07 l’o) = / p(SrIO)dS - / q(t07 T‘)dT =0
to xo
oF  d(f! pls,2)ds)

7 = n(t
por el Teorema Fundamental del Calculo.

oF _ d(f,p(s,2)ds) d( [, alto,r)dr)

ox dx dz

0
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usando que la ecuacion es exacta

/t _@ds — q(to, 7) = —q(t, ) + q(to, ) — q(to, ¥) = —q(t, 7).

Como existen las derivadas parciales de F' y son funciones de C*,
entonces I € C2.

Ademas sabemos por el Teorema de la Funcién Implicita, como he-
mos visto al principio, que existe una unica funcién ¢ de modo que
W (to, xo) = 0, que F(t,1(t)) =0y que adémas

—o (L00) _ —p(t, (1))

YOS IR 0w) T ey

lo que prueba que la curva F'(t,z) = 0 es la solucién de la E.D.O. para
[E(to) = X9 O

Ejemplo 1. Consideramos z'(t) = —%. Eswuna E.D.O. homogénea,

pero también es exacta.

Claro

) D=2 — 12)
ox

0(2xt)
ot

Luego su solucion viene dada por

t T
F(t,z) = / —(2* + 5%)ds — / 2rtodr =

= —2x

=2

to xo
2 33t 2, |z 2 t° 2 0
—($ S—|—§|t0—(7“ to‘mo :—xt—g—i-ffoto‘l'g:
t3
—th—§+K O

Fractor integrante.

Definicién 2. Dadas dos funciones p,q : R* — R donde p,q € C'(D),
siendo D C R? abierto, y dada la E.D.O. de primer orden
t
() = p(t,z)
q(t,x)
Se llama factor integrante para la ecuacion, a toda funcion
p : DCR? — R
(o) — pltx) £ 0
con € CY(D) y de modo que la E.D.O.
t t
v - Pt )
q(t, x)p(t, )

es exacta.
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Nos podemos preguntar si siempre existe un factor integrante. Para

ello tiene que ocurrir que
Op(t, x)pu(t,x) _

or
_W = —u(t,x)%(t,x) — q(t,x)aa—l;(t»x)-

O lo que es lo mismo, si la Ecuacién en Derivadas Parciales (E.D.P)
(1) (2 (1) + 20, 0) =t 0) 240, 2) — gt 2) D1, )
tiene solucion. Claro que los Teoremas de Existencia y Unicidad para
E.D.P. nos quedan muy lejos. Pero si, la E.D.P. anterior admite solucion
y por tanto para toda E.D.O. de primer orden se puede encontrar un
factor integrante que la haga exacta; y por tanto, esto nos da un método
para integrarla, teéricamente. Como es facil de adivinar, encontrar un

factor integrante no es sencillo. En algunos casos se puede hacer. Por

ejemplo:
» si p = p(t), entonces tenemos /L(g—i + %) = —qu’, que es una
E.D.O. lineal,
» si = p(z), entonces tenemos u(g—g + %) = —pu/, que es una
E.D.O. lineal;

» si u = p(t + x), entonces tenemos ,u(% + %) =—(p+q)i, que

es una E.D.O. lineal,
= sip = p(t?+22), entonces tenemos p(2L + 2) = —(2xp +2tq)
que es una E.D.O. lineal.

t 2
Ejemplo 2. Dada la E.D.O. 2/(t) = ;x , Mo es exacta ya que
x
ot + x*) d(2tx)
—_— 2 pu— .
Oz T o

Vamos a intentar un factor integrante de la forma pu = p(t). jPor qué?
Vamos a intentarlo. Si funciona, bien. Si no, probamos de otro tipo.

t+ x®)u(t
Queremos que ' (t) = % sea exacta. Para ello tiene que
)
ocurrir que:
Ot +2*)u(t) _ 0(2tx)u(t)
Ox ot

es decir que

dup(t) = —Qup(t) + 2l () & 2ut) = —t(y).
Esto es una E.D.O. lineal, que es de facil resolucion. u(t) = 1/t* es una

solucién. Y por tanto:
1y z?
t

2T
t

&
<
Yoy
~
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|
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o~




6 C. RUIZ

es una E.D.O. exacta. Su solucién viene dada por

tl 2 )
F(t,z):/ —+x—2ds—/ L iy O
to S xo

S to

Ejercicio 1. Resuelve el problema 4 de la Hoja I o el problema 7 de la

Hoja VII usando un factor integrante de la forma
w(@,y) =z —a* +y>

Ejemplo 3. Toda ecuacion autonoma de primer orden puede re-

solverse usando un factor integrante.

Demostracion: Consideramos una ecuacion auténoma de primer or-
den

y'(z) = fly(z)).
Alli donde f(y) = 0 tenemos soluciones estacionarias. Si f(y) # 0,

entonces usamos el factor integrante

1
wy) = ——-
) f(y)
Asi
oo f(y(-’f))m 1 P(z,y)
7() Fw@) Y
91 o-1
Como 0 Oy 5@) = 0, la ecuacién es exacta. Podemos integrarla
Yy x

y su solucién viene dada por

T v 1
F(.r,y)—/xo ldx — ; @dy—

Y1
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