INTEGRALES IMPROPIAS.

1.- Para cada una de las integrales siguientes, decide si es, o no es, impropia y calcula su
valor para la que sea convergente:

a) fol In zdzx, f1 x&wdx c) ff \/%dx

d) folxlnxdx, ——dx, £) [P 22 dy,

f 11 0 x2 3x+2

2.- Prueba que si las expresiones involucradas existen, se verifica la versién impropia”’de

integracion por partes siguientes:
o0 o0
o [*° /
wo =uv - — uv'.
a
a a

3.- Calcula las siguientes integrales impropias:

4 x 2 x 1 x X dx
a) 0 fo’ f 2 mv c) fo Q/ﬁ’ d) fo ﬁdx’ c) 1 f???
f) fOOO e”" sen .’I}dl’, g) fjooo 1—i—défx27 foo lnzd 1) 0oo xiﬂfx, J) fOOO xe_ljdx’

1 de .
fo m DS ﬁ, m) [ z"e "dx, con n € N.
° arctan x T ! 9 1
4.- Comprueba que: a) / — —dr = i Inv2 b) / 2’ Inxdr = ~9
1 T 0

C’x> 1
241 20+ 1

oo
5.- Para un cierto valor real C', la integral / ( dx es convergente.
2

Determina C' y el valor de la integral.

6.- Estudia si existen las siguientes integrales impropias:

a) fol xPdx, b) floo xPdx, foo edx, fl 2$47x+ da:, f 10"362””9ch27
f) fol B2y, g) fol rlnzdz, h) 01/2 - i) fol 1“71 dx, j) OW/Q Hff}ﬁ,
k) [7 <=2 d, 1) [;7 e " In(cos® x) du, m) fol sen Ldx.

7.- Determina si son, o no son, convergentes las siguientes integrales impropias:

foo s dx, foo SRLLOST du, c) fol % oS %dx.

8.- Sea f : (0,00) — R una funcién decreciente e integrable (impropia) en (0, 00), con f > 0.
Demuestra que lim, ., zf(x) = 0.

9.- ;Son ciertas las siguientes afirmaciones?

<1
a) La integral impropia / —pdx diverge siempre.
g T

b) Silim, o f(z) =0y f es continua en [0, 00), entonces [ f(x)dx es convergente.
10.- a) Sea f : (0,00) — R una funcién integrable (impropia) en (0,00) de modo que
lim, . f(z) = [. Demuestra que [ = 0.

b) Sea f: (0,00) — R una funcién integrable (impropia) en (0, 00), con f > 0. ;Existe siempre
lim, oo f(2) 7



c) Sea f:(0,00) — R una funcién uniformemente continua e integrable (impropia) en (0, co).
. Existe siempre lim, . f(x) 7

11.- Se consideran las funciones

1 si x€l10/3,14/3]

fz) = y o glx)=
0 si x¢[10/3,14/3]

—x?24+8x —15
|z — 4

;Para que valores A la siguiente integral es convergente f:o f(x)g(x)dx ?
a) Cualquier A € R. b) A=14/3 c)A=3 d) A=13/3.

12.- Sean f y g dos funciones definidas en (a,b) tales que las integrales impropias ff fy

fab g son finitas. Muestra con un ejemplo que, en general, la integral fab fg no tiene por qué ser
finita.

13.- Sea f : [0,00) — R una funcién positiva (f > 0), decreciente e integrable en [0, 00).
a) Se define la funcién g(z) = f([z] + 1), donde [z] es la parte entera de x con z € [0, 00).

Prueba que i, .
/ f($)d$2/ g(z)dz.

b) Deduce de a) que si [;° f(z)dz < co, entonces la serie > >, f(n) es convergente.

c¢) Estudia la convergencia de las series:
o0

=1 1 = (Inn)?
n=2 n=2

n=1

14.- Usando la definicién de logaritmo como una integral prueba que existe el limite:

1 1 1

lim 14+ -+ -+.. +——1nn—C
n—o00 2 3

(C se llama constante de Euler).

15.- Estudia la convergencia de fo 1 - dx segun los distintos valores p € R.

16.- ;Cudl de las siguientes integrales es convergente?

ooeffr2 1) 1 00
a) [7] S—dx b) [}° i;,/;;;Hd:v ) Jy = du d) [7 senxzdz.

17.- Se considera f(x) =

- +Senx Elegi la expresion correcta:

a) [ f(t)dt<oo  b) [Cf)dt<oo <) [FTfH)dt<0 d) [} f(t)dt > 1/3.

18.-Si conocemos que fooo e dy = ‘/777, calcula las integrales impropias
/ 25 gy (Indicacién: u = *=£). b) / T iy
—oo V21T

27r7'

19.- Para cada z > 0 se define
[(x) = / et
0

a) Prueba que fol e 't" Yty [T e 't""'dt son finitas.
b) Usando el Problema 2, prueba que I'(z + 1) = zI'(z).

c) Calcular I'(1) y deducir que I'(n) = (n—1)! (Esta funcién se conoce con el nombre de funcién
gamma de Fuler).



d) Hacer la sustitucién u = t* para deducir que:

1 [ @ o
I'(z) = —/ e du y ['(1/2) = 2/ e du.
0 0

T

20.- Sean f : (0,00) — R y su transformada de Laplace Lf(s) = / f(x)e **dx,s > 0.
0

a) Calcula Lf(s) para f(z) =z, flx)=2* y f(z)=senz.

b) Si f’ es la derivada de f, calcula una expresién de Lf’(s), suponiendo que

lim, o f(z)e " =0, s> 0.



