SUCESIONES II.

1.- Calcula los siguientes limites:

a) lim, o0 5(3+ 6+ ... + 3n) b) Mmoo (o5 + 7 + oo+ 7o)

, 3(Yn+tl—¥n ’

€) 1o VLA ) Yy (b + gy + o+ 2y
. . YVa+ YVa2+...+ Yan ,

e) Sia> 1, lfmy o Lt Y f) limp, o (W + (n-&?)? +..+ (2711)_2)
) 1 1 1 ,cosn w L (=D"+mn

B g Te ot Ty Wi i) M =T

2.- Prueba que la sucesién ((1 + 1/n)"), es creciente y acotada superiormente; por tanto
convergente. Se define el nimero e por:

e= lim (14 1/n)".

n—oo

3.- Calcula los limites de la sucesiones siguientes:

a) ((L+1/n)" ), D) (AL+1/n)*)n ) ((1+3/n)"),
d) ((1+1/20)"),  e) ((1+1/n%)"),.

F((L-59)0, ) ()i,
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4.- Dado = # 0, prueba que lim,, o ¥, = x si y solo si lim,, o =* = 1.

5.- ;Pueden ser 70”7 infinitos términos de una sucesion que converge a un nimero distinto

de 07

6.- Demuestra que si lim,, o, x, = 0y (by,), €s una sucesién acotada, entonces lim,,_, o, bz, =
0.
Encuentra ejemplos en los que lim,, o, , = 0, (b,), es una sucesién no acotada y que entonces
lim,, o bz, = 1, que lim,,_,oo b,z,, = 0 0 bien que lim,,_,, b,x,, no exista.

7.- Sea (x,), una sucesién de manera que existen un mg € Ny k € (0,1) de modo que para
todo n > my
|Tni1| < Kl

Prueba que entonces lim,, ., x,, = 0.

8.- Sea (z,), una sucesién de nimeros reales. Prueba que si las subsucesiones (z2,), v
(Z2n+1)n son ambas convergentes a un mismo limite z, entonces lim,, ., =, = .
Construye una sucesion (z,), divergente de modo que sus subsucesiones (Z2,)n ¥ (Z241)n sON
ambas convergentes.

9.- Prueba que si la sucesion (x,,), es tal que las subsucesiones (2, )n, (Z2n41)n ¥ (30)n son
convergentes, entonces también (z,), es convergente.

10.- Sucesiones recurrentes:

a) Sea a > 0. definimos x; = \/a y x,.1 = a+z, para n +1 > 2. Prueba que (z,), es
creciente y acotada. Calcula su limite.



b) Sea x; > 1y para cada n € N se define z,,,1 = 2 — g% Prueba que (z,), es convergente.
Calcula su limite.

c) Sea x; > 1y para cada n € N se define x,,,1 = /1 + 2. ;Es la sucesién (x,,), convergente?

11.- Sucesiones recurrentes: A) Determina si las sucesiones siguientes son convergentes o no.
a) Gpy1 = anyts, con ap = 5. b) z,11 = +/1+ a2, con z; > 1.

B) Comprueba que las sucesiones siguientes son convergentes y calcula su limite.
¢) an =1/2(ap-1 +6), con a; = 2. d) 41 = 37— con 1 = 2.

—Tn

2 . .
e) Tyl = % con 1 =m > 1 (Verifica que estamos ante un algoritmo para calcular \/m).

f) xp = %(xn + xi), con xy > 0.

12.-Calculo de raices cuadradas:
Sea a > 0. Se considera la sucesién (x,), dada por x1 >0y T,y = %(ZBn + 2.

In
a) Prueba que x, > /asin > 2.
b) Prueba que z,, — 11 >0, 8in > 2.
c) Prueba que la sucesién es convergente y calcula su limite.
13.- La ecuacién cibica 2® — 72 + 2 = 0 tiene una solucién entre 0 y 1 y queremos obtener
una aproximacién de dicha solucion. Esto se puede hacer usando el siguiente procedimiento

iterativo: se escribe la ecuacién como x = (x® + 2)/7; se utiliza esta expresién para definir la
sucesion (), donde z1 € (0,1) y 01 = (23 +2)/7 paran+1 > 2.

a) Prueba que 0 < z,, < 1 para todo n.

b) Prueba que (z,), es contractiva y por tanto convergente (Indicacién: hay que usar el
Teorema del valor medio).

c) Prueba que el limite de la sucesion es la solucién de la cibica y que este limite estd com-
prendido entre 0 y 1.

14.- Calcula los siguientes limites:

a) lim, ,oo(vVn+1—+/n)) b) lim, ,eo(n — vn+avn+0b))

n2

c) limy, o 2 d) lim,, o, n?a™, para a > 0 e) lim,, o 2, para b > 0.

15.- Calcula, si existen, los siguientes limites:

’ ’ Vn2+1 ’ Vn
a) lim,, o, nsenn b) lim,, 0 = c) lim,, o Pl

16.-Prueba que toda sucesion no acotada tiene una subsucesién convergente a +oc.

17.- Prueba que las siguientes definiciones de continuidad de una funcién, f : (a,b) — R, en
un punto xy € (a,b) son equivalentes:

a) f es continua en x( si para todo € > 0 existe 6 > 0 de modo que si |x — x| < J, entonces

[f(x) = f(zo) <&



b) f es continua en zg si para toda sucesion x,, —, .o To Se tiene que la sucesion de imagenes

f($n> —n—o0 f($0)

18-Sea A={z€R : 0</222—1< /77/4}. Una sucesién de puntos que no estdn

1
en el conjunto A, pero converge a un punto de A es:

a) () D) (T 9 Ag)e

19.- Sea (x,), una sucesién de nimeros reales de modo que s, = T y |9, — Ton—1]| < 1/n
para todo n. Entonces:

a) (x,), converge a cero. b) T3, —noo T-

¢) (z,), no converge. b) (z), no es de Chauchy.

20.- Demuestra que si (a,), es una sucesiéon de términos positivos tal que lim,, ,,, == =\,

an
entonces
lim a, = \.

n—o0

Como apliacién, calcula los limites de las sucesiones siguientes:

a) (¥/n)), b) ((Zzzli)l/”h-

21.- Sea a, el nimero de instrucciones de un determinado algoritmo para su ejecucion sobre
n datos de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actia de la siguiente manera:
1) con solo un dato de entrada resuelve el problema usando una instruccion.
2) con n datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema a n — 1 datos
y se ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo.
Se pide: a) definir la sucesion recurrente (a,,)5° . b) Estudiar la monotonia y acotacién de la
misma. ¢) Probar por induccién que |a, —2n?| < 2n para todo n. d) Deducir que lim,,_,o 2% =
1.

22.-Sea sabe que lim,_,, 1 + % + ...+ % — Inn = C. El limite C' tiene nombre se llama
constante de FEuler. Usando lo anterior (y las propiedades del logaritmo) calcula

fm —— 4 g
1m —_—

23.-Calcula el limite lim,, o, ¥2v22..... 3/2.



