ANALISIS MATEMATICO BASICO.

REORDENAMIENTO DE SERIES.

La suma de ntumeros reales tiene la propiedad conmutativa. La suma de
una serie no es propiamente una suma ya que hay un paso al limite. Nos
podriamos preguntar si hay algin tipo de conmutatividad en la suma de
series. Para ello damos el concepto de reordenamiento.
REORDENAMIENTO DE SUCESIONES. Vamos a considerar una

biyeccién de los Naturales en si mismos
m:N—=N,

7 una biyeccion.

Definicién. 1. Dada una sucesion (an)n y una biyeccion m sobre N a la

sucesion
(bn)n = (aw(n))

se le llama una reordenacion de la sucesion (an ).

Ejemplo. 1. Dada la sucesién (1), y la biyeccion

™ : N =+ N
2k —1 st n =2k, es par
n — 7(n) =
2k si n=2k—1, es impar
La sucesion (ﬁ):{l/l 1,1/4,1/3, ....... } es una reordenacion de la suce-
sion (1),

o0

Teorema. 1. Dada una serie absolutamente convergente » °

an Y cual-
quier reordenacion (bn)n = (), la serie Y 02 by es también absoluta-

mente convergente y ademds

00 00
E ap = E by,
n=1 n=1

1
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Demostracién: Sean s, = > 7, a; y t, = > 7_; bj. Dado ¢ > 0 podemos

encontrar ng de modo que para todo N > ng se tiene que

)
\Zaj —SN’ <€
j=1

y también que

oo N oo
0<> lagl=> lajl= > oyl <e
i=1 i=1 j=N+1
Ahora elegimos M = méax{ 7= 1(1),....,7 }(N) } € N, asf los términos

estaran entre los términos
b1,bo,...0);.

Entonces, siempre que m > M, la diferencia

o0
tm—sny < Y agl <e
j=N+1

Por otro lado, para m > M, se tiene que

) )
’Zaj_tm’:‘zaj_sN_tm‘i‘SN‘ <
j=1 j=1

oo
] g a; — sn|+ |tm —sn| < e+e
Jj=1
. e , . . . oo
Por definicién de limite, lo anterior prueba que la serie > =1 b, converge a
oo
Zj:l Ap.
. . . o0
La misma prueba nos dice que la serie en valor absoluto » 77, |by| converge
oo 7 . o0
a > 22y |an|. Asfla serie 3 7%, by, es absolutamente converge O
Las series absolutamente comvergentes se comportan muy bien. En cam-
bio las series condicionalmente convergentes tiene un comportamiento sor-

prendente. El siguiente resultado se debe a Riemann.

Teorema. 2. Dada una serie Y .-, a, condicionalemanete convergente (
converge, pero no absolutamente convergente ), entonces para todo nimero

a € R eziste una reordenacion (by), de (an)n de modo que Y o> | by, = a.

Demostraciéon: Consideramos la parte positiva y negativa de la sucesién
(an)n, es decir

a, Ssi a, >0 a, si  ap,<0

DPn = y dn =
0 si a,<0 0 si a,>0.
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Las series > > 1 pn ¥ Dy ¢n DO son ninguna convergente. Claro, de serlo

una lo serfa la otra ya que > 7 | a,, es convergente. En este caso llegarfamos

a que
o o o
§ ’an|: E Pn — § qn
n=1 n=1 n=1
es convergente, lo cudl sabemos que no lo es.
Tomamos a € R. supongamos que a > 0. La prueba para a < 0, pasa
por tomar y | —ay, reordenarla para que sume —« y después cambiar de

signo.

Como )7 | pp no es convergente podemos encontrar

N
N; =min{N €N : an>a}.

n=1
Tenemos que
Ny Ni—1
S1=Y pn>a y d <o
n=1 n=1

Ademas, S1 —a < pn, # 0.

Tomamos ahora

M
M; = min{M €N : Sl—l—an,<a}.

n=1
Tenemos que
My Mp—1
T1251+an<a y Sl+an2a.
n=1 n=1

Ademas, Th — o > qur, # 0.

Repitiendo el proceso. Tomamos

N
Ny =min{N >Ny : T} + Z Dn >}

n=N1+1
Tenemos que
No No—1
So =11 + Z Pn >« y T+ Z pn < Q.
n=Ni+1 n=Ni+1
Ademas, Sy — a < pn, # 0.
Tomamos ahora
M

My = min{M > M; : Sy + Z an < a'}.
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Tenemos que

M, Ma—1
T2:S2+ZQn<a y Sa + Z qn = Q.
n=1 n=M;+1

Ademas, To — a > qpr, # 0.
Si seguimos repetiendo el proceso conseguimos una reordenacién de la
sucesion (ay), dada por (nos saltamos los ¢; = 0, para no repetir términos

nulos)

P1,p2,..... s PN, 41 7é 0,612 7& Oa ceos M7y PN1+15 +-+y PNoy QM7 +1 7é Oa vy QMo ...ete

Ahora tenemos que ver que la suma de esta reordenacién converge a .
Para ello usaremos que las sucesiones (py;); v (qu;); convergen a cero. Asi

dado € > 0 existe ky de modo que para todo k > kg se verifica que

la — Si| <pn, <e,

o = Ty| < —qu,, < e
Esto lo que quiere decir es que las sucesiones (S)r v (Tk)r convergen a c.

Ahora tomemos cualquier .S, suma parcial de la sucesion reordenada, de
manera que al menos el elemento qm,, este entre sus sumandos. Conside-
rando el
K = méx{k : g, aparece en la suma S},

entonces max{Tk, Tk 1} < S < Sk41. Observemos que ambos extemos de
la desigualdad anterior convergen a « luego también la ”.5” U
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