ANALISIS MATEMATICO BASICO.

FUNCIONES DE VARIABLE REAL.

Las aplicaciones entre conjuntos de ntimeros se llaman funciones.

A nosotros nos va a interesar el estudio de aplicaciones entre nimeros

reales.
Definicién. 1. = Una aplicacion de la recta real en si misma,
f: R - R
z = flx) = v,

la llamaremos funcion real de variable real. LLamaramos a “x” la
variable y su valor asociado ”y” la imagen de "x”.
s Llamamos Dominio de la funcion [ al siguiente subconjunto de ele-

mentos de R,
Domf={x€R : JyeR con f(z)=y}.

s Llamamos Imagen o Rango de f al siguiente subconjunto del con-

Junto R,

Imf={yeR : 3z €R con f(z)=y}.

Las funciones més interesantes de la Matemdtica Aplicada no son las

funciones de una tnica variable, sino las de varias variables.

Definicion. 2. » Una aplicacion de R™ en la recta real,
I R™ - R
T = (21, 1n) — f(T) =
la llamaremos funcion real de varias variables reales, x1, ..., x,. Tam-
bién se le llama Campo Escalar y algunas veces potencial.

= Una aplicacion de R™ en R™, con n,m € N,

o R"™ - R™
7 = (‘Tla'”vxn) — f(?) = 7:(y17--~-7ym)7
la llamaremos funcion vectorial de varias variables reales, x1, ..., Ty.

También se le llama Campo Vectorial.
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En Fisica los campos vienen dados por potenciales. Y las fuerzas que
en ellos aparecen se representan por campos vectoriales. Nosotros vamos a
centrarnos en estudiar funciones de una sola veriable real. En los apéndices
podremos ver informacién adicional sobre funciones de varias variables.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que un problema con una funcién de
n-variables, cdlculo de derivadas o integrales...etc, se suele reducir a resolver
n problemas de una unica variable. Por ello antes de estudiar funciones con
mas variables es conveniente saber bastante sobre funciones de una variable.
Ejemplos. Las funciones en matematicas vienen dadas usualmente por

férmulas. Por ejemplo.

Ejemplos. 1. = Funcion constante. Fijemos a € R, se define la fun-
cion constantemente igual al valor a por
f: R - R
r — f(x) = a
= Funcion identidad. La funcion
f: R - R
P
que a cada x le hace corresponder a €l mismo, se le llama funcion
identidad.

Estos ejemplos son muy sencillos, atin asi muchas otras funciones se cons-
truyen a partir de ellos.
Operaciones con funciones. Dado que los valores que toman las funciones

son numeros reales, las funciones se pueden operar como los niimeros.

Definicion. 3. Dadas dos funciones f,g: R — R, y un numero real A € R,

para todo x € R se definen las siguientes operaciones:

Suma: (f +g)(z) = f(z) + g().
Producto: (fg)(z) = f(x)g(x).
Producto por un escalar: (Af)(x) = Af(z).
Divisién: Si g(x) # 0, entonces (i)(ac) = M
g 9(x)

Cuando una funcién es inyectiva cabe definir su funcién inversa. De-
cimos que una funcién es inyectiva (ver apéndice de Teoria de Conjuntos)
si siempre que f(x) = f(y), necesariamente ocurre que = = y. Luego cada

imagen tiene un dnico origen en Dom f.
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Definicion. 4. Dada una funcion f : R — R inyectiva, se define su funcion
inversa f~1 por
7t Imf — R
y — [y =
donde x € Domf es el inico elemento del domino de f para el cudl f(x) =y.

Definicion. 5. Dadas dos funciones f,g : R — R, de modo que Imf C
Domyg, se define la composicién de f con g como la funcion go f : R — R,

de modo que go f(x) = g(f(x)) para todo x € R.

Con estas operaciones es facil definir nuevas funciones a través de férmu-

las.

Ejemplos. 2. » La funciones f(x) = ax, g(x) = 2", conn € N se
construyen multiplicando una constante por la identidad y multipli-
cando la identidad consigo misma n-veces respectivamente.

= Funciones polinémicas:
-1
f(x) =apz™ + ap—12" " + -+ a1z + aop.

= Funciones racionales:
™ + ap_12" L+ a1z + ag
h(x) - 1 )
bmxm + bm_lxm_ 4+ -+ b+ b()
division de dos polinomios; que tiene sentido siempre que el denomi-
nador sea no nulo, by x™ + by_12™ L+ -+ bix + by #0.

= Funciones dadas por una serie de potencias:
oo
_ n (w B 2)n
fla) =) 3"
n=1

2

1

Ejercicio. 1. Dada la funcion f(z) = a Jj_l
x

, vamos a calcular su dominio
Y Su imagen; veremos si es inyectiva y por tanto si se puede definir su funcion

mnuversa.

Demostraciéon: Para todo x € R estan definidas las funciones polinémicas
2?24+ 1y 2+ 1. Su cociente estard definido si  + 1 # 0, es decir si  # —1,
como (—1)2 +1 # 0, se tiene que
Domf = R\{-1.}

Para calcular la imagen de esta funciéon tomemos y € R. Tenemos que
encontrar x de modo que f(x) =y, es decir resolver la ecuacién
z?2+1
z+1

Y= & 2—yr+(1-y)=0.
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Esta es una ecuacion de segundo grado cuya solucién sera

yEy?+4y—4

Esta soluciéon esta definida siempre que

Y dy—4 = > Hay+4—-8 = (y+2)>— (V8)? = (y+2+V8)(y+2—V8) > 0.

Luego si y € R\(—2—1/8,v/8—2) es el dominio de la funcién. Por otro lado,
cuando y estd en la imagen de f podemos encontrar dos valores de z que
alcanzan el valor de y, salvo siy = —2—+/8 o y = v/8—2. Luego la funcién
no es inyectiva y por tanto no podemos definir su inversa f~! al menos en
todo la Imf. [

Ejemplos. 3. » Sixz >0, es claro que la funcion inversa de f(z) = x>

es fHz) = /7.
» Sin esparyx >0, es claro que la funcion inversa de f(x) = z™ es
@) = Y.
» Si n es impar, es claro que la funcion inversa de f(x) = =z

Fl @) = V.

" es

Ejercicio. 2. Calculemos la funcion inversa de f(x) = ﬁ

Demostracién: Como antes, si resolvemos la ecuacion y = 4932—75 es decir

5y + 2
Mg —5y—2=0 o z=207
4y

encontraremos la imagen de f. La cudl es Imf = R\{0}. Por otro lado, para

cada y de la imagen le corresponde una unica x, asi la funcién es inyectiva
oYy + 2

y existe la inversa que es precisamente f~1(y) (cuyo dominio es,
claro, la imagen de f). O

Ahora nos fijamos en la composicién de funciones.

Ejemplos. 4. Estudiaremos los siguientes ejemplos.

» f(z) = Va2 + 1.
= g(z) \/#
» h(z) = tan(Fe ).

Demostracion:

» Sip(z)=22+1>0,yq(z) =/, como Imp C Domg, es claro que
f = qop(z) para todo = € R.
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» En el caso g(x) = \/ﬁ, necesitamos que 2% — 22 = 22(x — 1) > 0.

Luego el dominio de la funcién es
Domg = {z : = > 1}.

Si pretendemos calcular la imagen, es decir si despejamos la x de la

ecuacion

y= L
lo que es equivalente a calcular ¢g—', la cosa parece dificil. De hecho,
necesitamos conocer més sobre sobre teoria de funciones para afrontar
funciones mas complejas.

= A lo largo de los temas veremos que son las funciones
Inz, €, senx, coszx, tanzx,...etc.

También que In z es la inversa de e”; o que la funcion tangente, tan x,
tiene por inversa la funcién arcotangente, arctan x.

Ahora, h(x) = tan(Fe™"), como el dominio de la funcién tangente
es (—%, 5), necesariamente
T T T T

—x —x
—ee(-5,7) & ——-<zet< <

( 2’ 2) 2 2 2

(como la exponencial es siempre una funcién positiva)
& 0<e <1 yasi z€(0,00) =Domh.
Para calcular h~!, tenemos que resolver la ecuacién

T s 2

y = tan(ge_x) & arctany = §e_x &  x = —In(—arctany),
T

como la funcion logaritmo solo esta definida para valores positivos,

necesariamente y > 0. Asi
2
hil(y) = —In(— arctany) para todo y > 0.
T

O
Grafica de una funcidén. Las funciones tienen una dimension geometrica
que es lo que llamamos sus graficas. Estas son curvas en el plano, pero a
la vez un dibujo donde quedan recogidas las propiedades de las funciones:
crecimiento, puntos maximos y minimos...etc De forma formal, llamamos

plano real al conjunto

R? = {(x,y) : z,y € R}.
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Definicion. 6. Dada una funcion real de variable real f : R — R, llamamos

grdfica de la funcion al conjunto del plano R?:
Graff = {(z, f(z)) € R? : x € Domf}.

La forma de representar el plano es con dos rectas reales que se cortan
perpendicularmente, el eje de abcisas o de las x y el eje de ordenadas o
de las y. Los puntos del plano (z,y) se representan como se aprecia en la
siguiente figura. La grafica de una funcién es el dibujo resultante de pintar

sobre el plano todos los puntos de los que se compone (ver la figura).
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Figura 1. El plano real.

Ejemplos sencillos de graficas nos los proporcionan la funcién constante

y la funcién identidad. Incluso el valor absoluto de un nimero real.

)

X X

g 3
. e - =[x
. | ;
% | |
O - x C x % x o)
. L
(xih),
4
) 3] ;E:{?"lxl
1) ¥mzon 2) Pz X

Ficura 2. 1) f(z) =a. 2) f(z) =x. 3) f(x) = |z|.

La representacién de graficas de funciones con férmulas més complicadas

es un problema mas dificil, que iremos viendo poco a poco. El problema de
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dada una curva en el plano asociarle una férmula es un problema aun més

dificil (pero bastante til en diseno asistido por ordenador, por ejemplo).
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