ANALISIS MATEMATICO BASICO.

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE VARIABLE REAL.

Las funciones reales de variable real pueden tener formas sorprendentes.
Vamos a ver algunos ejemplos algo ”raros” antes de buscar regularidades en
las funciones. Eso nos llevara a describir un catdlogo de propiedades més o

menos comunes que mas adelante estudiaremos con més profundidad.
FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS.

Ejemplos. 1. Algunos ejemplos de funciones.

f+ R - R

r si <1
v f(:U) - {:1:2 si x;I
/] 1
FiGgura 1
R — R

FiGgura 2
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R - R
r+2 st z€)-3,-2)
r = f(x) = —e-2 st r€[-20)
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FIGURA 3
f:R = R
1 0<z<1
r — flz) = 3 Jorel
1 2<zr<3
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s La funcién de Dirichlet.

1 st ozeQ
f(x)_{o si xeR\Q

I
0 3
FiGcura 5

f(z) = { 1/q S% x =p/q € [0, 1] irreducible

0 =i z € [0,1\Q
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES.

Las funciones como aplicaciones pueden ser inyectivas, suprayectivas o

biyectivas; o nada de lo anterior (mira en teoria Conjuntos y Aplicaciones).

Definicion. 1. Se dice que una funcion f: R — R es

Par: si para todo x € Domf se tiene que —x € Domf y ademds

f(=z) = f(z).
Impar: si para todo x € Domf se tiene que —x € Domf y ademds
f(=z) = —f(x).

Ejemplos. 2. f(x) =

mpar.

es una funcion par. La funcion f(x) = — es
1522 f P f fla) =~
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Definicion. 2. Se llaman raices de una funcion f a los elementos x €

Domf de modo que f(x) = 0.

Ejemplos. 3. = La funcién f(x) = 2%+4x+3 tiene dos raices {—3, —1}.
= La funcién g(x) = (x + 1)? tiene una dnica raiz x = —1.

» La funcion h(z) =1+ |x| no tiene ninguno raiz.

\i 3\ h

£ . P
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Observacion. 1. Para estudiar la grdfica de una funcion se pueden consi-
derar los puntos de corte de la grdafica con las lineas de nivel y = cte. Asi

dado a € R se puede ver como corta la grdfica de f a la recta y = a.
Monotonia.

Definicidon. 3. Se dice que una funcion f es mondtona creciente si para

todo x,y € Domf con x <y se verifica que

flx) < fy).

Se dice que es estrictamente mondtona creciente si x < y implica que f(x) <

f(y)-

Ejemplos. 4. Las funciones f(x) = a (constante) para © € R y f(z) = /&
parax > 0 (six <y implica \/x < \/y) son ejemplos de funciones crecientes.
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Definicién. 4. Se dice que una funcion f es mondtona decreciente si

para todo x,y € Domf con x <y se verifica que

flx) > fy).

Se dice que es estrictamente mondtona decreciente si x < y implica que

f(x) > f(y).

Ejemplos. 5. Como para 0 < x < y se tiene que 0 < % < %, se tiene que

] 1
las funciones f(x) = 1{3: Zi 0 i i? 1 y f(x) = — para x > 0 son
> x

ejemplos de funciones decrecientes.

¥ |-
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Convexidad.
Para entender las siguientes definiciones de convexidad y concavidad da-

mos el siguiente Lema.

Lema. 1. Dados a;b € R, con a < b, se consideran los conjuntos [a, b

(intervalo cerrado) y
A={z=aa+(1—-a)beR : ae€l0,1]}.

Se verifica que

[a,b] = A.
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Demostracion: Claramente para o = 0, se tiene que b € AN J[a,b] y para

a =1, se tiene que a € AN [a,b]. Ahora si 0 < a < 1 se sigue que
a=ac+ (1—a)a<aa+(l1—a)b<ab+ (1 —a)b=0.

Lo que prueba que A C [a,b].

Por otro lado, si a < x < b, se considera 0 < o = L_b < 1 y tenemos
a/_
que
—-b —-b 1 —b
Z_ba—i-(l—z_b)b:a_b[xa—ba—i—ab—xb]::vz_b:x.
Por tanto x € A y se sigue que [a,b] C A O

Definicién. 5. Una funcion f definida en un intervalo de la recta I C R
se dice convexa si para todo a,b € I, con a < b, y para todo a € (0,1) se

tiene que

flaa+ (1 —a)b) <af(a)+(1—a)f(b).

De forma grafica, teniendo en cuenta el Lema anterior, la recta que une
los puntos de la gréfica de f (a, f(a)) vy (b, f(b)) queda por encima de la
grafica de f.
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Definicion. 6. Una funcion f definida en un intervalo de la recta I C R
se dice concava si para todo a,b € I, con a < b, y para todo o € (0,1) se

tiene que

flaa+ (1 —a)b)=af(a) + (1 —a)f(b).

De forma grafica, teniendo en cuenta el Lema anterior, la recta que une
los puntos de la grafica de f (a, f(a)) y (b, f(b)) queda por debajo de la
grafica de f.
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Ejemplos. 6. La funcion f(x) = z?

f(z) =/ es concava en I = [0, 00).

es convexa en todo R y la funcion

Demostracion: Tenemos que ver que
flaa+ (1 —a)b) = (aa + (1 — a)b)? < aa® + (1 — a)b*.
Ahora
o?a® 4+ 2a(1 — a)ab + (1 — a)?? < aa® + (1 — a)b?
es equivalente a
ala —1)a? + (—a)(1 — a)b* < —2a(1 — a)ab
equivalente a
ala —1)[a* — 2ab+ b?] = oo — 1)(a — b)* < 0.

dado que esta ultima desigualdad es cierta, también lo es la de arriba. Esto
prueba que f(x) = 22 es convexa.
Queda como ejercicio (se procede de forma andloga) ver que f(x) = /x

es concava O

Xt Ve

Ficura 13

Ejemplo. 1. En Economia se habla de funciones de utilidad ; funciones
que miden el gusto, la preferencia o el deseo de un producto o servicio. Estas
funciones suelen ser creciente (se desea siempre mds) y concavas (a mayor

cantidad empieza el artazgo).
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Miés adelante veremos técnicas més sofisticadas (la derivada) para decidir
sobre la monotonia o convexidad de una funcién.

Acotacién.

Definicién. 7. Una funcion f: R — R se dice que estd:
acotada superiormente: si existe M € R de modo que
flz) <M para todo

x € Domf.
acotada inferiormente: si existe m € R de modo que
m < f(z) para todo  x € Domf.

acotada: si esta acotada inferior y superiormente.

M

L e r‘/r“'ﬂ\\h“_ o E

TS "
Ty

F1GurA 15. Funcién acotada.

Ejemplos. 7. » Para f(x) = 22, se tiene que 0 < 22 y para todo n € N

ocurre que n® > n, luego f estd acotada inferiormente, pero no lo estd
superiormente.

» Para f(z) = 22, con x € [2,3], se tiene que 4 < x?

x € [2,3], luego f estd acotada.
» Para f(x)

< 9 para todo

= 1o se tiene que 0 < f(x) <1, luego f estd acotada.
x
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» Para f(x) = —x? se tiene que estd acotada superiormente ya que

—x2 <0, no estd acotada inferiormente.

Ejercicio. 1. Prueba que dada una funcion son equivalentes:
a: f estd acotada.

b: Eziste M > 0 de modo que

|f(x)| <M para todo x € Domf.

Observacién. 2. Dada una funcion f acotada existen:

M =sup f =sup{ f(z) : = € Domf}.

m = inf f = inf{ f(x) : = € Domf}.

2
— 1

Ejemplo. 2. La funcion f(z) = roers 5 i—li_ =1- 72::_ 1 estd acotada.
x x

Demostracion:

s Siz >0, como0< x%ﬂ < 1, se tiene que

T
241"

0< flz)=1-

: _z x| __=x
. Slm<0,como—$2+120y| $2+1|— an |

xr
1< =1- <2 ]
Sf@)=1-5"<

< 1 se tiene que

De forma gréfica:

gt

i /'Jj:f ’j;f/f'i .
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Definicion. 8. Decimos que f tiene un mdximo en xg € Domf si

f(z) < f(zo) para todo x € Domf.

Definicion. 9. Decimos que f tiene un minimo en xqg € Domf si

f(@)>f(x0) para todo x € Domf.
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Ejemplos. 8. » Para f(x) = 22, con z € [0,2], como
0=f(0) <a® < f(2) =4,

f tiene un mdzimo en x =2 y un minimo en x = 0.

Ficura 17

» Para f(x) = %, con z > 0, observemos que para todo 0 < a < b st

tomamos 0 < x < a < b < y tenemos que
0<1l/y<l/b<1l/a< 1]z,
luego f mo tiene ningun punto de mdzrimo ni de minimo.
» 0< f(z) = a2 < 1. Esta funcion tiene un mdzimo en x = 0, pero
T
no tiene ningin minimo.

Ejemplo. 3. Se considera la funcion
1/x st x€(0,2)

f(z) = z? si x€12,3)

—8(z—3)+9 si x€3,4).

i-—
u;-'..
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De esta funcién se puede decir que:

= f estd acotada inferiormente, pero no superiormente.

f tiene un méximo en [2,4] en en x = 3, pero no en todo su dominio.

f es convexa en (0,2), pero no lo es en (0,4].

f no tiene raices, ni es par ni impar.
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= f decrece o crece segun los intervalos.

Observacion. 3. Las propiedades de una funcion dependen del dominio
considerado. FEs mds, como en el caso de los limites que vemos a continua-

citon son propiedades puntuales.

Limites de una funcion.

Los limites de una funcién, si existen, nos indican el comportamiento
de una funcién ”cerca” de un punto o en los ”"extremos” del dominio de la
misma. Hay todo una variedad de estos limites que vamos a describir siempre

y cuando existan.

Ejemplos. 9. Lo anterior de forma grifica:
22 s x#£1
= fz) =

0 st z=1

a
[ 4
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1

» Consideramos las funciones f(x) = 1/xz, f(z) =22 y f(z) = T

I.[;r.'l:\t ¢
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De forma precisa.

Definicién. 10. Sea f: R = R y 29 € Domf de modo existe r > 0 tal que
(xo — 1,20 +7)\{z0} C Domf.

Entonces
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a: se dice que el limite de f en xg es b € R y escribimos

lim f(z) =

T—T0
sty solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 de modo que s10 < |z—x¢| < 9,

entonces

|f(x) —b] < ¢

*:H.-Ia DL e o =

L+ \_/E-\!

g 1 - =
o

¥u-d ?;u- Kot d
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b: se dice que el limite de f en xg es infinito y escribimos

lim f(x)=

T—T0
si y solo si para todo M > 0 existe 6 > 0 de modo que si 0 < |z —1xp| <

§, entonces
f(z) > M;
c: se dice que el limite de f en zg es menos infinito y escribimos
lim f(z) = —o0
Tr—TQ

s1 y solo si para todo M < 0 existe 6 > 0 de modo que si 0 < |z —xz¢| <

4, entonces

f(z) < M;
4
l . Ol xud %o x,45
i 1 Paeti i A
! o) ‘io ;n,‘rj ‘&

FiGgura 22

Ejemplos. 10. v lim, o 22 =4.
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1/]z| si z#0
w i f(x) = , im0 f(z) = 00
1 st =20
—1/|z| si z#0
w S f(x) = , lim, 0 f(z) = —c0
1 st =20

Demostracion:

» Obeservemos que |22 — 4| < |z — 2||z + 2| < 6|z — 2| < € lo cudl es
cierto siempre que |z — 2| < min{2, £} = 0.
» Para M > 0, existe xp tal que |xg| < 1/M, luego para todo |z| <

|zo| = J se tiene que

1 1
>—>M
|~ |zol
= De forma andloga al anterior O

Mas adelante cuando estudiemos limites hablaremos de limites por la-

terales por la derecha y la izquierda.
Limites en el infinito.

Para ver la tendencia de una funcion en los extremos de la recta real

tenemos los siguientes limites.

Definicion. 11. Sea f : R — R de modo que para cierto a se tiene que

(a,00) € Domf, entonces

a: se dice que el limite de f en el infinito es b € R y escribimos

lim f(z) =5

T—>r00
st y solo si para todo € > 0 existe M > 0 de modo que st x > M,

entonces
|f(z) —b] < ¢

b: se dice que el limite de f en el infinito es infinito y escribimos

lim f(z) =00

T—>r00
st y solo st para todo M > 0 existe N > 0 de modo que si x > N,

entonces
f(z) > M;
c: se dice que el limite de f en el infinito es menos infinito y escribimos

23 () =~
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si y solo si para todo M < 0 existe N > 0 de modo que si x > N,

entonces
f(z) < M;
b} o) i T, : 4
E : \__%;,.-—- " 5 f )
!‘,.-E e e - -.i___. - LY
\ i ko s M-
s [T g 12
FI1GUrA 23
Ejemplos. 11. m lim, o ﬁ =0.

v lim, o 23 = 00.

v limy oo —22 = —00.

Demostracién: Veamos que lim,_,, 2> = c0. Sea M > 0 y tomamos N =
/M, entonces si x > v/ M se tiene que

2> M O

De forma similar se definen los limites en el menos infinito.

Definicion. 12. Sea f : R — R de modo que para cierto b se tiene que

(—00,b) € Domf, entonces

a: se dice que el limite de f en el menos infinito es b € R y escribimos

lfm f(z)=b

T—>—00
st y solo si para todo € > 0 existe M < 0 de modo que si x < M,

entonces
|f(z) —b] < ¢

b: se dice que el limite de f en el menos infinito es infinito y escribi-

mos

st y solo st para todo M > 0 existe N < 0 de modo que si x < N,

entonces

f(x) > M;
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c: se dice que el limite de f en el menos infinito es menos infinito y

escribimos
lim f(z) = —o0
T—r—00
st y solo st para todo M < 0 existe N < 0 de modo que si x < N,
entonces
fz) < M;
Ejercicio. 2. Dibuja las situaciones que son descritas en la definicion an-

terior.
Ejemplos. 12. v lim, o 14—% = 0.
n i,y oo 2 = 00.
v im0 23 = —00.
Continuidad.

La continuidad es una propiedad local de las funciones ligada al concepto

de limite.

Definicion. 13. Sea una funcion f : R — R de modo que para xqg € Dom f
existe r > 0 para el cudl
(xog —ryz0 + 1) C Domf.

Se dice que f es continua en xq si y solo si existe limy_,, f(x) y este limite

toma el valor
lim f(2) = f(xo).
?Ps.}&i__ £ny o
D T
?ﬁrva-i s = =
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Se dice que f es continua en una parte de su dominio A C Domf si f es
continua en todo x € A.

Esta propiedad es la que nos permite pintar las graficas de las funciones
sin ”levantar la punta del 1ldpiz del papel” (Teorema de Bolzano, que veremos

en su momento).
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Ejemplos. 13. » f(z) = |x| es continua en todo R.
3 s1 0<x<2

w fx) = No es continua en x = 2.
4 51 2<x<3

.
3 il

[ R

i
i
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0 st z€[0,1]NQ
» La funcion de Dirichtle f(x) = no es conti-
1 si z€[0,1\Q
nua en nigun punto de su dominio.

Demostracion:

» Observemos que ||z|—|zo|| < |z—z0|. Ahora el facil ver que limy_,,, |z| =
EE
= Cerca de = 2 la funcién vale tanto 3 como 4 luego no existe
lim, 9 f(x).
= Lo veremos un poco mas adelante O
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