
ANÁLISIS MATEMÁTICO BÁSICO.

SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE Y

CONDICIONALMENTE CONVERGENTES.

En general, repetimos, no vamos a poder encontrar la suma de una serie

convergente. Hemos visto criterios para series de términos positivos. ¿Qué

ocurre cuando los términos de la serie son de signo alternado?

Proposición. 1. Dada una serie

∞∑
n=1

an, si la serie en valor absoluto

∞∑
n=1

|an|

es convergente, entonces también lo es la primera serie
∞∑
n=1

an.

Demostración: Consideramos

bn =

{
an si an ≥ 0
0 si an < 0

y cn =

{
0 si an ≥ 0
−an si an < 0

.

Como bn ≤ |an| y cn ≤ |an| para todo n ∈ N, se tiene por comparación

que las series
∞∑
n=1

bn y
∞∑
n=1

cn son ambas convergente. Ahora como an =

bn − cn para todo n, se tiene que

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(bn − cn) =
∞∑
n=1

bn −
∞∑
n=1

cn

�

Definición. 1. Dada una serie

∞∑
n=1

an se dice que

a: converge absolutamente si la serie en valor absoluto converge (e.d.

si la serie
∑∞

n=1 |an| es convergente);

b: es condicionalmente convergente si la serie converge, pero no lo

hace en valor absoluto.

Procedimiento: Dada una serie
∞∑
n=1

an,

primero la ponemos en valor absoluto
∑∞

n=1 |an|;
1
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a la serie
∑∞

n=1 |an| le aplicamos los criterios de convergencia para

series de términos positivos que hemos visto;

si la serie
∑∞

n=1 |an| es convergente, también lo es la serie
∑∞

n=1 an;

si la serie
∑∞

n=1 |an| no es convergente, entonces aplicamos los crite-

rios de convergencia para series alternadas a la serie
∑∞

n=1 an;

CRITERIOS DE CONVERGANCIA PARA SERIES ALTERNA-

DAS:

Teorema. 1. Criterio de Dirichlet: Sean dos sucesiones (an)n y (bn)n

de modo que se verifican estas dos condiciones,

An =
∑n

k=1 an, para n ∈ N, es un sucesión (An)n acotada.

(bn)n es una sucesión monótona decreciente y ĺımn→∞ bn = 0.

Entonces la serie
∑∞

k=1 akbk es convergente.

Demostración: Sea M > 0 una cota de la sucesión (An)n, es decir

|An| ≤M para todo n ∈ N.

Vamos a aplicar el Criterio de Cauchy a la sucesión
∑∞

k=1 akbk.

Dado ε > 0 podemos encontrar un n0 de modo que

para todo n ≥ n0 se tenga que |bn| ≤ ε
3M (usamos que ĺımn→∞ bn =

0 ).

para todo m,n ≥ n0 se tenga que |bm − bn| ≤ ε
3M (usamos que (bn)n

es de Cauchy ).

Ahora si m,n ≥ n0 se sigue que

|
m∑

k=n+1

akbk| = |
m∑

k=n+1

(Ak −Ak−1)bk| =

|
m∑

k=n+1

Akbk −
m−1∑
k=n

Akbk+1| =

|
m−1∑
k=n+1

Ak(bk − bk+1) + Ambm −Anbn+1|≤

|
m−1∑
k=n+1

Ak(bk − bk+1)|+ |Ambm|+ |Anbn+1| ≤

m−1∑
k=n+1

M |(bk − bk+1)|+M
ε

3M
+M

ε

3M
=
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por ser (bn)n decreciente

M(bn+1 − bm) +
2ε

3
≤M ε

3M
+

2ε

3
= ε �

Corolario. 1. Criterio de Leibniz: Sea una sucesión (an)n decreciente

y convergente a cero. Entonces la serie
∑∞

n=1(−1)nan es convergente.

Demostración: Usando el criterio anterior para

|An| = |
n∑
k=1

(−1)k| ≤ 1,

se sigue que la serie converge �

El ejemplo t́ıpico es la sucesión alternada
∞∑
n=1

(−1)n

n

que es convergente.

Ejemplo. 1. La serie cosnθ
n , con θ ∈ [0, 2π] tiene el siguiente comporta-

miento.

Demostración:

Para θ = 0 o θ = 2π tenemos la serie armónica que no converge.

Para θ = π, como cosnπ = (−1)n, la serie alternada converge por el

Criterio de Leibniz.

Para θ = π/2 o θ = 3π/2 tenemos que la serie converge.

Para θ ∈ (0, 2π)\{π/2, π, 3π/2 }, usamos el Criterio de Dirichlet. Co-

mo
M∑
k=1

cosnx =
sen(M + 1/2)θ

2 sen(θ/2)
− 1/2 (núcleo de Dirichlet),

esta expresión (ver prueba al final) está acotada. Aśı la serie converge

�

Teorema. 2. Criterio de Abel: Sea una serie convergente
∑∞

n=1 an y sea

una sucesión (bn)n monótona y acotada. Entonces la serie producto
∞∑
n=1

anbn está acotada.

Demostración: Vamos a aplicar convenientemente el Criterio de Dirichlet.

Por un lado, como la serie
∑∞

n=1 an es convergente, la sucesión

An =

n∑
k=1

ak
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está acotada.

Por otro lado, por ser (bn) monótona y acotada, existe ĺımn→∞ bn = b.

Aśı

Si (bn)n es decreciente, (bn− b))n es decreciente y convergente a cero,

por tanto
∞∑
n=1

an(bn − b)

es convergente y como
∑∞

n=1 anb es convergente, también converge∑∞
n=1 anbn.

Si (bn)n es creciente, (b − bn))n es decreciente y convergente a cero,

por tanto
∞∑
n=1

an(b− bn)

es convergente y como
∑∞

n=1 anb es convergente, también converge

−
∑∞

n=1 anbn.

En cualquier caso la serie producto converge �

Veamos que las hipótesis del resultado anterior son necesarias.

Ejemplo. 2. La serie
∑∞

n=1
(−1)n√

n
es convergente (usa el Criterio de Leib-

niz). Además ĺımn→∞
(−1)n√

n
= 0. Sin embargo la serie

∞∑
n=1

(−1)n√
n

(−1)n√
n

=
∞∑
n=1

1

n

no es convergente �

Apéndice: Veamos que
n∑
k=1

cos kx =
sen(n+ 1/2)θ

2 sen(θ/2)
− 1/2.

Demostración: Usando la fórmula trigonométrica

2 cosA senB = sen(A+B)− sen(A−B),

tenemos que

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kθ)2 sen
θ

2
=

sen
θ

2
+

n∑
k=1

[sen(k +
1

2
)θ − sen(k − 1

2
)θ] =

como se cancelan sumandos

sen(n+
1

2
)θ.
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