CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIABLE REAL.
1.- Estudia la continuidad de las funciones que se indican:

a) f(z) = 555 en R\ {-3,3};

b) f(z) = &5 siz e R\{-3,3}, f(-3) =0y f(3) = L.
c) f(z) = L siz e (2,00), f(2) = 1.
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—1/(x—=1) si <0

0 < =0 0 si z€Z
d) f(a:): T si O<z<xl e) f(x)z . QEZ
2 si z>1 voshr

r si z<0
2.- Sean f,g: R —=> R, f(z) = %m y g(z) = . Estudia la continuidad
¢ st x>0
de f,g9,fogygolf.

2cosx  si x<c
3.-Sea f:R =R, f(z)= . Calcula a, en funcién de b y ¢ para
(ax +0)? si x>c

que f sea continua en todo R.

4.- a) Halla una funcién definida en R que sea discontinua en {% : n € N}y continua en
el resto de valores reales.

b) Halla una funcién definida en R que sea discontinua en {+ : n € N} U {0} y continua
en el resto de valores relales.
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5.- Sea f : [0,1] — R, definida por f(x) = N?—ont 1
2 _

que hacen que f sea continua en [0, 1].

. Calcula el conjunto de valores A

6.- a) Prueba que f(z) = 2" es una funcién continua en todo R, para todo n € N. Concluye
que toda funcién polinémica es continua en todo R.

b) Prueba que f(x) = /z es continua en [0, 00).

c¢) Probaremos mas adelante que las funciones senz, cosz y e” son continuas en todo R y que
Inz es continua en (0, co).

7.- iSon continuas las funciones f(z) = max{z? z*} y min{z? 2*}?

8.- Si f,¢g: R — R son funciones continuas ; lo son las funciones h(z) = max{f(z), g(x)},

hi(x) = min{f(z), g(2)} vy ha(z) = [f(2)]?

9.- Da un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ningtin punto de R, pero que | f|
sea continua en todo R.

10.- Si f(x) = sen(1/z) para x # 0y f(0) = 1 ;tiene f en 0 una discontinuidad evitable?
0 f(x) = wsen(1/z) , £ £ 0y £(0) =17
11.- Sea f la funcién f(x) =0six € [0,1]\ Qv f(p/q) = 1/¢ si p/q € [0,1] es una fraccién

irreducible. Sea g(a) = lim,_,, f(z) ;Es la funcién f continua en [0,1]? ;Lo es g7

12.- Sea f, g : R — R tales que |f(x)| < |g(z)| para todo 2 € R. Si g(0) =0y g es continua
en cero, prueba que f es continua en cero ;Es cierto el resultado si se suprime la condicion

9(0) =07



13.- Construye f : R — R continua que verifique:
0 < f(x) <1 para todo z € [0,1], f(z) =0si|z| >2y f(x) =1si |z] < 1.

14.- Sea f : R — R una funcién tal que f(z+y) = f(z)+ f(y) para todo =,y € R. Suponga-
mos que f es continua en cero. Prueba que f es continua en todo R. Determina explicitamente
la funcién f.

15.- Sea f : R — R" una funcién continua de modo que f(z +y) = f(x)f(y) para todo
x,y € R. Determina f explicitamente.

16.- Sean S f,g : R — R dos funciones continuas. Prueba que:

a) A={xeR : f(z)>g(x)} es un conjunto abierto.
b) B={ze€R : f(x)=g(x)} es un conjunto cerrado.

c) C={xzeR : existe y € [0,1] con f(y) = x } es compacto.

17.- Halla f~! para cada una de las siguientes funciones y dibuja su gréfica, si es posible,
de estas inversas. Determina, en cada caso, si f y f~! son continuas.

—22 st >0
a) f(r)=a2+1,conz R b) f(z) =
1—2% si <0

c) f(r) = %5, para -1 <z < 1.

18.- Sea f : I — R una funcién continua definida sobre I un intervalo o semirecta. Prueba
que f(I) es también un intervalo o semirecta.

19.- Dada una funcién f : R — R continua, inyectiva y con f(a) < f(b) para un par de
puntos distintos a,b € R, con a < b, prueba entonces que

f(la;b]) =[f(a), f(b)].
i, Qué sucede si f(b) < f(a)?

20.- Encuentra un ejemplo de una funcién f : (2,7) — R de modo que f sea continua en
(2,7), con lim, o+ f(z) = o0, lim, ,7- f(x) = —o0, y tal que la ecuacién f(x) = 0 tiene una
tnica solucién en el intervalo (2, 7). Justifica el ejemplo propuesto.

21.- Sea 7 una direccién en el plano y 7' un tridngulo. Prueba que existe una recta con
direccion 7 de modo que divide al tridngulo en dos partes de areas iguales.

22.- Sean x1, s, T3, ..., Ty, numeros reales distintos. Encuentra una funciéon polinémica f de
grado n-1 de modo que f(z;) = a;, donde ay, as, ...., a, son nimeros dados y i = 1,2, .....n.

a) Encuentra un polinomio de grado 2, P, de modo que P(0) =2, P(1)=—-1 y P(2)=6

b) Encuentra un polinomio de grado 3, P, tal que P(—1) = 3,P(0) = 4,P(1/2) = 2 y
P(2/3) = —3.

23.- Un coche recorre 100 kilométros en 50 minutos sin detenerse. Demuestra que hubo un
minuto en el que reocrri6 2 kilémetros.



