ANALISIS MATEMATICO BASICO.

LONGITUD DE UNA CURVA PARAMETRICA.

Dados dos puntos P; = (21,22, ...,%pn), Po = (y1,Y2, ..., yn) € R™ (pensemos

en puntos del espacio, de R?) sabemos calcular la distancia que los separa

le—PQHZ\/<P1—P2,P1—P2>:

Ficura 1. Distancia entre dos puntos.

Sabemos medir la longitud del segmento que los une. ; Como medimos
la longitud de una curva 7 Para dar respuesta a esta pregunta usaremos
lo que ya conocemos sobre medir segmentos.

En primer lugar recordemos lo que es una curva paramétrica.

Curvas Paramétricas. Una curva paramétrica es una aplicacion
v ¢ Ja,bCR — R”
t = @) = (fit), f2t), s fu(2)),
donde las funciones fy : [a,b] — R son continuas en t € [a,b] para k =
1,2,..,n. La imagen de « es un subconjuto de R™ que es lo que reconocemos
como curva.

Volvamos al problema de medir la longitud de la curva. Para ello to-

mamos una particién del intevalo [a, b]

P={a=ty<t; <te<..<tm-1 <ty=>}
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(ver la definicién de la Integral de Riemann) y consideramos los puntos sobre

Is curva 7 :

7(t0)7 7(t1)7 ’Y(t2)7 ) V(tm—l)a ’Y(tm)‘

&th)

FiguraA 2. Poligonal sobre una curva.

Podemos medir la poligonal dada por los puntos anteriores
m
Sy, P) = Z [y (i) — vtz
i=1

La propiedad triangular de la norma (|| - ||, equivalente a la del valor
absoluto que estudiamos sobre el cuerpo de nimeros R) nos dice que si P’

es una particién més fina que P, entonces
S(v, P) < S(v, P").

En vista de lo cudl tenemos la siguiente definicién.

Definicién. 1. Se dice que una curva paramétrica vy es rectificable (es

decir, que tiene longitud finita) si existe
sup{S(v,P) : P e P([a,b)}.

Al nimero anterior, si eziste, lo llamamos longitud de la curva v (Escri-

bimos: longy).

Ya tenemos una definicién de lontidud de una curva cualquiera, aproximar
por una poligonal y pasar al limite. No debemos esperar que todas las curvas

tengan una longitud finita.

Ejemplo. 1. Se considera la curva plana (en R?) paramétrica
v @ [0,1] — R2?
r = ) = (rcos%,rsen%), si r#40
y v(0) = (0,0). Veamos que aunque la curva estd acotada, su longitud es

infinita.
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Demostraciéon: Tomando limites, es facil ver que es una curva continua.

Ademads con un poco de trabajo vemos que es una espiral.

>
I/ i it "-.ﬁ\'xl
.\\ #'/;.

S -

Ficura 3. Espiral.

Ahora consideramos la particiéon

P—{0<1< ! < ! <. <1<1<1<1}
" 2nr  (2n—1)m  (2n—2)7 3r 27

y calculamos la longitud de la poligonal asociada (usamos que % senim = 0)

n—1

o 1 1
:;H’Y(m)— = ) )H_ 2]7T+W

1 «—1

27 Z 5 —n—oco 00,
dado que la serie armonica no es convergente. Por tanto esta curva no es
rectificable, no tiene longitud finita. [

La integral nos va ayudar a carlular longitudes, como lo hace para calcular

areas.

Teorema. 1. Sea 7 : [a,b] — R"™ una curva paramétrica de modo que existe
v" y es continua en todo [a,b], entonces la curva v es rectificable y se

verifica que
b
tongy = [ I/(6)]a
a

Para la nocién de derivada de una curva ver el Apéndice Derivadas de
Funciones de Varias Variables.
Demostraciéon: Veamos el esquema de la demostracién de este resultado.

Supondremos que

v(t) = (fi(t), fa(t), ..., fn(t)), para tE€ [a,b];
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donde cada fi es una funcién derivable con derivada continua sobre [a, b]

para todo k = 1,2,...,n. Si P es una particién del intervalo [a, b], entonces

Z!Iv Y(ti-1)l|

usando la definicién de norma en R” vista arriba

Z Z — fu(tic1) )2

i=1 k=1

usando el Teorema del Valor Medio para cada fy

n

:Z katkz tzl 222

=1 k=1 =1

ya que ti; € [ti—1,t;) y f}, es continua, asi

m b
e IICEa E— I
=1 “

por la caracterizaciéon de la integral de Riemann para funciones continuas.

O

Observacion. 1. Sea f : [a,b] — R una funcion de una variable con deri-

vada continua sobre [a,b]. Entonces

= una parametrizacion de la Graf f es ’y( )= (z, f(x)) para z € [a,b];

= asi y'(x) = (1, f( ))ZIH’Y(H: + (f)?(2);
= por tanto longGraff = / V1+ (f)2(x)dz, la férmula que hemos

dado para longitudes de grdficas en el articulo Longitudes, Areas Y

Volumenes.

Parametro Longitud de Arco . Supongamos que la curva v : [a, ] — R”

tiene derivada continua v’. Entonces la funcién

=/w||v'<t>||dt

mide la longitud de la curva desde su inicio en el punto 7(a) hasta el punto
v(z) (en particular L(a) = 0 y L(b) = longy ). Como la funcién ||y'|| > 0,
la funcién L es estrictamente creciente y por tanto inyectiva, asi existe su
inversa

L™ :]0,longy] — [a,b]
Si consideramos ahora la curva paramétrica

5 : [0,longy] — R”
x = 7(s) = oL \(s),
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entonces Im7% = Im~ (es decir, estamos ante la misma curva de R", dada

por dos parametrizaciones distintas). Ademads

JRGLOIE

(es decir el pardmetro s nos da de entrada la longitud de la curva desde su
inicio (0) = (a) hasta el punto correspondiente ¥(s).
Demostracion:
F'(t) = (vo LY (#)
por la Regla de la Cadena
=~ (LT )L (@)

y por los Teoremas de la Funcién Inversa y Fundamental del Célculo

-1 1 — A (71 1
— O~ O
Luego
S I ATy 1
[l [ <t>>|w,(Lls<t))H|\dt
= I O gy = ) 1=
O

En algunos célculos es conveniente tener una curva dada parametrizada

respecto del pardametro longitud de arco.
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