ANALISIS MATEMATICO BASICO.

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
La funcién f(z) = v/1 — 2?2 es continua en el intervalo [—1,1]. Su grafi-

ca como vimos es la semicircunferencia de radio uno y centro el origen de

coordenadas.
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FiGuraA 1. Circulo unidad.

Por ello la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién. 1. Llamamos nimero 7 (pi) al valor de la integral
1
7T:2/ V1 — 22dz.
1

Ademss la circunferencia de radio uno nos ayuda a dar la definiciéon de
angulo entre vectores; medido este angulo en radianes. Dado un vector

T = (v1,v2) € R? su distancia al origen (0,0) la medimos por

|7 = V< 7,0 >=/vE+02.

7 _( U1 (%
171~ o2+ 02 o2+ o2

es decir, cae sobre la circunferencia de radio 1. Con esto podemos dar la

As{ el vector

) € Graff,

siguiente definicion.

Definicién. 2. Dados dos vectores ¥, @ € R? llamamos angulo entre ambos

a la longitud del arco de circunferencia entre % Y HTﬁH 6.
1
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Por simplicidad no entramos en el problema de la orientacién del angulo.

o)

FIGURA 2. Angulo entre dos vectores.

Dado un dngulo 0, si llevamos esta longitud desde el punto (1,0) a lo
largo de la gréfica de f llegaremos a un punto (x,v1 — z2) de esta gréfica.

La forma geométrica de definir el coseno y el seno del angulo es

cosl == y senf) = /1 — 2.

(Ver Apéndice preliminar sobre Trigonometria). Ahora, disponiendo de la
integral, vamos a dar una definicién més precisa de estas funciones.

En el articulo sobre Longitudes, Areas y Volimenes vimos lo siguiente.

Ejercicio. 1. Consideramos la semicircunferncia de radio la unidad f(z) =
V1 —22. Fijamos un punto sobre la grdfica (z,y) = (x,v1 — x?). Este punto
determina un sector circular. Lo que vamos a probar es que el drea del sector

circular es la mitad que la longitud del arco del sector: 6.

FIGURA 3. Sector circular.

Demostracion: Sea A(x) el drea del sector circular determinado por los

puntos: (0,0), (1,0) y (z,v1 — x?). Asi
1 T 2
A(x) :/ V1 —s2%ds + a:l%

El segundo sumando es el area de un tridngulo que suma si x > 0 y que

resta en otro caso.
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Sea 0(x) la longitud del arco del sector de arriba. Asi aplicando la férmula

de la longitud de una grafica (ver articulo anterior)

1
1
(x) = / —ds
(z) Vi
(segin hemos visto al calcular al longitud de la semicircunferencia en el
articulo Longitudes, Areas y Volumenes).

Lo que queremos probar es que
2A(xz) = 6(x) paratodo ze€ [—1,1].

Consideramos la funcién H(z) = 2A(z) — 6(z). Es claro que H(1) =0. Y
que es continua en [—1,1] (ejercicio).

Por otra parte, usando el Teorema Fudamental del Célculo

H'(z) = 2A'(z) — 0'(x)

x2 1
=-2V1—224++V1—22— +
\/ \/ V1i—22 V1—22

__‘/1_:62_*_&—0
V1 —22 ‘

Como su derivada es nula, H es constante. Ademdas H(0) = 0, asi vemos que

es una funcién nula
O
Este resultado nos pone en relacion el angulo 8 con la x que por geometria

sabemos que se corresponde con su coseno.

FicurA 4. Relacion entre dngulo y coordenadas.

Definicién. 3. Se define la funcion B(x) = 2A(z) para x € [—1,1]
Observacion. 1. Por el resultado anterior
B(z) = 2A(z) = 0(x).

Luego lo que estamos diciendo es que nuestra funcion B va a ser la inversa

de la funcion coseno.
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Gréfica de B. B(z) = 2A(z) para x € [—1,1]. Asi de los célculos anteriores:

= B(z) > 0.

» B(z) = ﬁ para todo x € (—1,1). Luego B es decreciente.

» B(—1) =2A(x) = m, por la definicién de este nimero dada al princi-
pio del articulo.

» B(0) = 2A(z) = 7, por la definicién de 7 y la simetria de la funcién
A (Ejerccio: hacer el célculo)

» B(1) =2A(1) =0.

= Calculando su derivada segunda

—2z >0, si <0
(1_332)% <0, si >0

Luego es convexa en [—1,0] y concava en el resto. La grafica de B es

B”(x) _

&= [umvFet o

S

=4 & -
Conefriy

F1GURA 5. Grafica de B.

B es una funcién decreciente y por tanto inyectiva. Tiene sentido, por

tanto, la siguiente definicion.

Definicién. 4. a: Si 6 e [0,7], cosf es el unico x € [—1,1] con B(x) =
6. (Es decir, cos = B~1(0) ).
b: Si 6 € [0,7], senf = /1 — cos? 6.

Observacion. 2. De la definicion anterior se tiene que

= Para todo 0 € [0, 7] se tiene que cos® 0 +sen? = 1.
» Como B es continua y derivable con B'(z) # 0, se sigue que su inversa
cosx es continua y derivable con
cos' 0 = L —V/1—cos20 = —senb,
B'(cosb)
donde hemos usado el Teorema de la Funcion Inversa y la definicion

del sen 6.
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m Por ser cos continua y derivable, lo mismo le ocurre al sen@ y deri-

vando

sen’ ) = ;(—2 cosf(—senf)) = cosb.

2v/1 — cos2 0

» Fs facil ver que en @ = 0 y w las funciones seno y coseno son continuas

y derivables con cos’(0) = cos’m =0 y sen’(0) =1 ysen’ 7w = —1

Lo que acabamos de ver son las propiedades usuales del coseno y del seno
(incluidas las reglas de derivacién que dejamos pendientes de prueba en su
momento).

,Cémo se definen las funciones seno y coseno en toda la recta?

Definicién. 5. a: Si 0 € [m,27], se define cosf = cos(2m — )
b: Si0 =2k +60 conkeZ yb €0,2n], se define cos = cos b’

Asi con un poco de trabajo y teniendo en cuenta la grafica de la funcién

B nos sale que

__i ; #°

_r_:l_. — l.,ll{lh Irr'fr‘l_JlI 2!}

S

FIGURA 6. Gréfica del coseno.

Definicién. 6. a: Si 0 € [r, 27, se define sen = —sen(2m — 0)
b: Sif=2rk+6 conkeZ yb €l0,2n], se define sen = sen '

Asi con un poco de trabajo y teniendo en cuenta la grafica de la funcién

B nos sale que

-4 —

Ficura 7. Gréafica del seno.
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Observacion. 3. Con las definiciones anteriores se extienden las funciones

seno y coseno a todo R. Ademds

= es evidente que las funciones seno y coseno, asi definidas, son fun-
ciones 2mw-periddicas;

= con paciencia, se prueba de forma evidente que las funciones seno
y cosenos son continuas y derivables con cos’ = —senf y sen’ § =
cos 6;

= de las definiciones de arriba es evidente que
cos? 0 +sen® 6 =1, para todo 0 eR;
cos(—0) = cos0;
sen(—0) = —sen6.

Otra propiedades del seno y del coseno muy utilizadas son las siguientes.

En este caso su prueba es un poco mas sofisticada.

Teorema. 1. Para todo x,y € R se tiene que

sen(z + y) = senx cosy + cos T sen y

cos(z + y) = cosx cosy — sen T seny
La demostracién necesita de dos resultados previos.

Lema. 1. Si f es una funcion de modo que existe f"” en todo R, f”"+ f =0
y £(0) = f'(0) =0, entonce f es la funcion nula.

Demostracion:
1
0=f"+f=ff"+1f=50"+f,

por lo tanto la funcién f? 4+ f? es constente y como f(0) = f'(0) = 0,
llegamos a que f'=f=0 O

Lema. 2. Si f es una funcién de modo que existe f” en todo R, f""+ f =0,
f(0)=ay f'(0) = b, entonce

f(z) =bsenz + acoszx.

0 y f/(0) =1, entonces f(x) = senx.
En particular, si f(0) =1y f(0) =0, entonces f(x) = cos.

En particular, si f(0)
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Demostracién: Sean
g(x) = f(xr) —bsenx —acosz

asi

g (z) = f'(x) —bcosz + asenx

g"(z) = f"(x) + bsenx + acos .
Luego g+ ¢” = 0 con ¢g(0) = f(0) —a = ¢’(0) = f/(0) — b = 0. As{ por el
Lema anterior g = 0, lo que prueba el enunciado [

Demostracién: (del Teorema).

» Seay € R fijoy f(z) =sen(z + y), entonces

f'(z) = cos(x +y)

f(x) = —sen(x +y).
Asi f"4+f =0con f(0) =senyy f'(0) = cosy, luego el Lema anterior

nos dice que
f(x) =senycosx + cosysen x.

» Seay € R fijoy f(z) = cos(x + y), entonces

fi(x) = —sen(z +y)

f"(x) = —cos(z + y).
Asi f" 4+ f =0 con f(0) = cosy y f'(0) = —seny, luego el Lema
anterior nos dice que

f(x) = cosycosz — senysenz

O
Otras funciones trigonométrica. Definidas el seno y el coseno se pueden

definir otras funciones a partie de ellas.

1
secante secx =
cosx
y
sen x
tangente tanzx =
cos &
siempre que x # k7 + 5 para todo k € Z.
1

cosecante csCxr =
sen x
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y
cosx
cotangente cotx =
sen
siempre que = # k7 para todo k € Z.
arcoseno arcsinx = sen” ! x
y
arcocoseno arccosz = cos 'z = B(x)
siempre que z € [—1,1].
arcotangente arctanz = tan 'z

para xz € R.
Las propiedades de estas funciones: derivadas, graficas...etc se deducen de
las del seno y cosenos usandos los resultados que ya conocemos. Por ejemplo,

la grafica de la funcién tangente es

Y :bax /

+ o3 e -
- h",.'l: “‘ff:

c

| |
FicurA 8. Gréfica de la tangente.

o de su inversa la arcotangente

s

ﬂ;ﬁrctun x"

e

Ficura 9. Grafica de la funciéon arcotangente.



APUNTES MMI 9
REFERENCIAS

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, FACULTAD DE MATEMATICAS, UNIVER-
SIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
Email address: Cesar_Ruiz@mat.ucm.es



