ANALISIS MATEMATICO BASICO.

LAS FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL.

A partir de la integral y el Teorema Fundamental del Calculo podemos
definir y demostrar las propiedades de las funciones logaritmo y expo-
nencial.

Funcién Logaritmo.

Definicién. 1. Se define la funcion logaritmo (neperiano ) por

lnx:/ 1dt.
1t

[

FiGURA 1. Definicion gréfica del logaritmo.

Como la funcién f(t) = 7 es continua en (0, 00), la integral de esta funcién

estd definida en todo intervalo cerrado de su dominio.
Asi:
» DomIn = (0, 00).
» Siz € (0,1) se tiene que Inxz < 0 y es positivo si > 1. Ademds
In1=0.

s (In)'z = 910, por el Teorema Fundamental del Calculo. La derivada es

siempre positiva luego la funcién es creciente.

o (In)"z = ;21 La derivada segunda es siempre negativa luego la funcién

€S concava.
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s lim, o Inz = oo.
Demostracién: Como la funcion es creciente, si no esta acotada el

limite serd infinito. Sea N € N, entonces

Nq N g N
1nN:/1 tdtz;i(i—(i—1))=§i—>%woo,

ya que la serie armonica diverge. Luego el logaritmo no esta acotado

superiormente. [

w lim, o+ Inz = —o0.
Demostracién: Como la funcién es creciente, si no estd acotada
inferiormente, el limite serd menos infinito. Sea N € N, entonces

1
N_>N—>oooy

N 1
N
N-1
1.1 1
< _ —(Z _
- l(z’ i+1)
=1
N-1 N-1
1 1
= - (vrammadE T —00,
; i(i+1) ; (i+1) N7

ya que la serie armoénica diverge. Luego el logaritmo no estd acotado

inferiormente. O

Con todos estos datos ya podemos dibujar la grafica del logaritmo.

:,‘:a’.lr‘:l):._

Ficura 2. Gréfica de la funcién logaritmo.

La propiedad histodrica del logaritmo es que es una funcién que convierte
productos en sumas. Antiguamente esta propiedad era muy importante para

calcular (productos y divisiones).

Proposicién. 1. Para todo x,y > 0 se tiene que In(zy) = Inz + Iny. En

consecuencia
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s Inx™ =nlnzx para todo x > 0 y para todo n € N;
. ln(%) = —Inux;

= In(¥) =Iny —Inz.

Demostracién: Consideremos y > 0 fijo y la funcién f(x) = In(zy). La

funcién f es derivable y

fa) =+

Como f y In tienen la misma derivada, se tiene que existe K constante con

flx)=Inz+ K para todo x> 0.

Ahora, para x =1
f()=Iny=Inl+ K,

asi K =Iny y queda probada la igualdad.

» Inz" =In(zzzx...x) =lnz+Inz+ ...+ Inz =nlnz.

» 0=1In(%) =Inz +In(2), despejando se tiene que In(1) = —Inz.

= In(¥) =In(y2) =lny — Inz.

Il

Funcién Exponencial. La funcién logaritmo tiene por derivada % > 0, por

el Teoream de Valor Medio es una funcién inyectiva, es decir Inz =Iny si y

solo si x = y. Por lo tanto cabe definir su inversa.
Definicién. 2. erp(z) = (In) 'z.

Veamos propiedades de esta funcién, asi definida.

» Domexp =Im In = R. Ademds Imexp = Domin = (0, 00). Asi
exp : R — (0, 00).

= Como la derivada del logaritmo no se anula, el Teorema de la Funcion
Inversa nos dice que la exponencial es derivable y que

! = ! = 1 — exXpx
(0 = Eafepla) ~ L~ O

Luego es una funcién que coincide con su derivada.
. . ! _ " —
» La exponencial es creciente y convexa ya que (exp)z = (exp)’z =
expzr > 0.
w limg, ., oexpr =0y limy, oo expr = 00 ya que Inx —,_,g+= —0o0 y

Inr — ;0= 00.
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Ya estamos en condiciones de pintar la grafica de la exponencial, realmente

es la del logaritmo mirando desde el eje de ordenadas (z = 0).

LY T -
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Ficura 3. Grafica de la exponencial.

Proposicién. 2. Para todo z,y € R se tiene que exp(x + y) = expx expy

Demostracién: Sean 2’ = expr y iy = expy, asi z = Inz’ y y = Iny/. De lo
que se deduce que
r+y=Inz'+Iny =Ina'y.
Tomando exponenciales
exp(z +y) = exp(Inz’y’) = 2’y = expz expy

O
Definicion. 3. Liamamos e al nimero e = exp 1.

Como para todo n natural, expn = (expl)™ = e”, escribimos
expr = e*.

Veamos que este niimero e es el que ya conocemos por al Teoria de Suce-
siones.

l)n_

Teorema. 1. e = lim, 00 (1 + -

(e 9]

o°_, era una sucesion cre-

Demostracién: Vimos que la sucesién ((1+ 1)")
ciente y acotada y por tanto tenia un limite que llamaremos .

Consideramos la funcion
1
fl)=zln(1+4 —) para x> 0.
T

Calculando limites, usando la Regla de L’Hopital si es necesario,

In(1+ 1)
1

T—00 =
T

1
lim zln(1+ —) = lim
T—00 €T
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Tomando n — oo

1 1
lim nln(14+ —) = lim In(14+ —)" = 1.
n—o00 n

n—oo n

Por otro lado, de la continuidad del logaritmo si (1 + %)" —n—oo |, entonces

1
lim In(1+ —)" =Inl = 1.
n—o00 n

Por lo tantol =e O

Propiedades de la exponencial

Proposicién. 3. a: Se [ es una funcién de modo que f'(x) = f(z),
entonces existe k constante tal que

f(z) = ke® para todo z €R.
X
b: Fijado n € N, entonces lim — = oo.
z—o0 "
Demostracién:

a: La exprexién f = f’ es un primer ejemplo de ecuacién defirencial.
Sea g(x) = L&) Derivando

g/(.’L') _ fl(x)exg;xf(x)em —=0.

Si g tiene derivada nula es por que es una constante g(x) = fe(f) = k.
Despejando tenemos el resultado.

b: Aplicando n veces la Regla de L’Hopital tenemos que
xT x

Iim —=...=1llm — =
x—o0 z—00 n!

O

Funciones definidas a través de la exponencial.

Definicién. 4. A) Para a > 0 y para todo x € R se define la exponencial
de base a por
x _ xlna

a =€

B) Para a > 1, a # 1 podemos definir la inversa de a¥, notamos

log, z = (a¥) ™%

De esta definicién es facil probar que:

- (ab)c — abc.
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L alza.

s a*TY = a%aY para todo x,y € R.

1
log, r = -7, ya que

Inx Inz
Qlna = ¢lna Ina = .

(log,)'(z) = 7g-

Definicién. 5. (Funciones Hiperbdlicas.) Llamamos

a: Seno hiperbdlico a la funcidn sinhz = €=¢—

b: Coseno hiperbolico a la funcion coshx = %

c: Tangente hiperbdlica a la funcidn tanhz = SZULL — 22;75:2
De estas definiciones es facil probar que:

» sinh’ z = coshz, cosh’z =sinhz y tanh'z = 6051112 z

» cosh?z —sinh? z = 1 para todo x € R.

= Estas funciones son ttiles para calcular primitivas de funciones del

1
tipo VI 22 y ——.
V1 + 22

Demostracién: Como sinh’z = coshz > 0, se sigue que el seno
hiperbdlico es inyectiva y por tanto tiene una inversa. Usando el Teo-
rema de la Funcién Inversa y que coshz = v/1 + sinh? z

(sinh 1Y/ () = ! ! !

cosh(sinh ™' z) \/1 + sinh?(sinh~ ) V1+ 22

O
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