ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CRITERIO DE INTEGRABILIDAD DE LEBESGUE.

El Critero de Integrabilidad de Riemann nos caracteriza las funciones aco-
tadas integrables. De alli vemos que las funciones continuas son integrables.
Pero no solo. En los ejemplos hemos visto funciones con una cantidad finita
de discontinuidades que también son integrables. La relacién entre continui-

dad e integrabilidad nos lo da el Criterio de Lebesgque. Antes una definicién.

Definiciéon. 1. Dado un subconjunto A C R decimos que tiene conte-

nido cero si para cada € > 0 existe una sucesion de intervalos abiertos
{(ai, b;)}2, de modo que

ACD(ai,bi) Y ibi—ai<6.
=1 1=1

Ejercicio. 1. Prueba que cualquier conjunto finito o numerable de R tiene

contenido cero.

Teorema. 1. (Criterio de Lebesgue) Sea f : [a,b] — R una funcion
acotada. f es integrable en [a,b] si y solo si el conjunto de discontinuidades

de f tiene contenido cero.

La prueba de este resultado se vera en un curso posterior de Calculo
Integral.

Este resultado tan fuerte nos permite conocer las siguientes afirmaciones.

Proposicién. 1. Sea g : [a,b] — R mondtona. Entonces existe

/a ' g(z)dz.

Demostracion: Vimos en el Apéndice sobre Funciones Moné6tonas que el
conjunto de discontinuidades de una funcién monoétona es a lo mas numera-
ble. Por tanto tiene contenido cero y por el Criterio de Lebesgue la funciéon

es integrable [



2 C. RUIZ

Proposicién. 2. Si g : [a,b] — R es integrable, f continua y g([a,b]) C

Domf, entonces f o g es integrable en |a,b].

Demostracion: Alli donde g es continua, fog es continua. Luego el conjunto
de discontinuidades de fog es el mismo que él de g. Por tanto ambos son de
contenido cero por ser g integrable. De lo que se sigue que f o g es integrable
en [a,b] O

Proposicién. 3. Sean dos funciones f, g : [a,b] — R integrables. Entonces
a): f? es integrable.

b): fg es integrable.

Demostracién: a) Sea h(x) = 22, entonces f2(z) = ho f(z). Como h es
continua, la Proposicién anterior nos dice que ho f = f? es integrable en
[a,b].

b) Por ser f y g integrables, sabemos que f + g es integrable y por tanto
(f +9)%, f? y ¢g° son integrables. De lo que se sigue que

2 2 2
fg:(f+g)2f g

es integrable [

Observacion. 1. FEl producto de una funcion integrable con otra mondtona

es de nuevo una funcion integrable.
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