ANALISIS MATEMATICO BASICO.

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO.

Los Teoremas del Valor medio son unos resultados que nos hablan de
la geometria de las graficas de las funciones derivables, pero que tienen
unas aplicaciones sorprendentes como vamos a ver. El primero de ellos es el
Teorema de Rolle y geométricamente lo tenemos dado en la siguiente figura.
Existe una recta tangente paralela a la recta que une los dos extremos de la

grafica.

FiGUurA 1. Teorema de Rolle.

De forma analitica.

Teorema. 1. (de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a, b]

y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) de modo que
1) =0,

Demostracién: Si f es una funcién constante, entonces f' = 0 y no hay
nada que probar. Si no es constante, por ser continua en [a,b] tendrd un
punto ¢ € (a,b) donde f alcanza un maximo o un minimo, distinto de z = a
o x = b. Entonces, ademds, ¢ es un extremo local y como la funcién es
derivable en (a,b) se tiene que f'(¢)=0 O

El Teorema de Rolle es un caso particular del Teorema del Valor Medio.
Geométricamente lo tenemos dado en la siguiente figura. Existe una recta

tangente paralela a la recta que une los dos extremos de la grafica.
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F1GURA 2. Teorema del Valor Medio.

De forma analitica.

Teorema. 2. (del Valor Medio). Sea f : [a,b] — R una funcion continua

en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) de modo que
iy S(0) = fla)
f(e) = B S
O equivalentemente, existe ¢ € (a,b) de modo que
fb) = fla) = f'(c)(b—a).
f(0) = f(a)
b

Demostracion: Observemos que es la pendiente de la recta que
une los extremos de la grafica, el punto (a, f(a)) con el punto (b, f(b)).

Para ver la prueba, consideremos la funcién

o(@) = fa) - OO, g

Esta funcién es continua en [a, b| y derivable en (a,b) por serlo las funciones
fyy=x—a. Ademis g(a) = g(b) = f(a). Luego por el Teorema de Rolle
existe ¢ € (a,b) de modo que

f(0) — f(a)

0=d(c) = f'(c) —
Je) = o) - =0
ahora despejando se tiene lo que buscabamos [

El Teorema del Valor Medio tiene muchas aplicaciones en Analisis Ma-

tematico. Por ejemplo.

Corolario. 1. a: Sea f : [a,b] — R wuna funcién continua en [a,b],
derivable en (a,b) y tal que f'(x) = 0, para todo x € (a,b), entonces
la funcion f es constante.

b: Sean f,g: [a,b] = R dos funciones continuas en |a,b], derivables en
(a,b) y tal que f'(x) = ¢'(x), entonces la funcion f(x) = g(z) + K

para cierta constante K y para todo x € [a,b].
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c: Sea f:[a,b] = R una funcidn continua en [a,b], derivable en (a,b)
y tal que f'(x) # 0, para todo x € (a,b), entonces la funcion f es

inyectiva.

Demostracion:

a: Sea z € (a,b]. Asi f verifica las condiciones del Teorema del Valor

Medio en el intervalo [a, x] y por tanto existe ¢ € (a,z) de modo que

f(@) = f(a) = f(c)a—2) =0y por tanto  f(z) = f(a).

b: Se considera h(z) = f(z) — g(x). Como h' = f' — ¢’ = 0, estamos en
las hipétesis de a) y por tanto h es una funcién constante. Despejando
llegamos al resultado buscado.

c: Sean z,y € [a,b] con x # y, entonces por el Teorema del Valor Medio

para cierto valor ¢ € (a,b). Como por hipétesis f’(c) # 0, se tiene que

f(x) # fy)

Ejercicio. 1. Un vehiculo entré en un tunel a las 13h25” y sale a las 153h28°,
lo cudl queda registrado por las camaras instaladas en ambas bocas del tunel
de 4.100m. de longitud. El duenio del vehiculo recibié un multa por importe
de 600 euros por rebasar la velocidad permitida de 70Km/h dentro del tinel.

¢ Recurrid el dueno la multa?

Demostracién: Consideramos s(t) la posicién del vehiculo en el momen-
to t. Podemos suponer que el coche no hace paradas y que los cambio de
marchas se hacen con suavidad, es decir podemos suponer que la funcion s
es derivable. Sabemos que en el minuto 25 entr6 en el tunel y tres minutos
después 5(28) = 5(25) + 4, 1. De forma grafica.
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Ficura 3. Funcién posicion.

La velocidad media del vehiculo fué de
S 4,1Km _ 82Km
me 3 60

Luego la velocidad media fué mayor que la permitida. Lo que nos dice el

=82Km/h > T0Km/h.

Teorema del Valor Medio es que en algin momento ¢ € (25,28) se alcanzé

efectivamente la velocidad media
v(c) = §'(c) = 82Km/h,

(v es la velocidad del vehiculo en cada instante que viene dada por s’ ) O

El Teorema del Valor de Medio de Cauchy es andlogo a los anteriores para
curvas paramétricas (ver el Apéndice del Tema de Continuidad y el Apéndice
de este Tema para la nocion de curva paramétrica y recta tangente a tales
curvas) . Geométricamente lo tenemos dado en la siguiente figura. Existe

una recta tangente paralela a la recta que une los dos extremos de la curva.

Fic)
i, Feb): (feb) 4b))
f——efep—y Fek)
» g € b

Feaa: [ Pea, Yia)

x
FigurA 4. Teorema del Valor Medio de Cauchy.

De forma analitica.
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Teorema. 3. (del Valor Medio de Cauchy). Sean f,g : [a,b] — R dos
funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b)
de modo que

(f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c).
O equivalentemente, si f(a) # f(b)

g'c) _ 9(b) —g(a)
f'(e) — f(b) = fla)

() g(a)
F®) = f(a)
pendiente de la recta que une los extremos de la curva, el punto (f(a),g(a))
con el punto (f(b), g(b)).

Para ver la prueba, consideremos la funcién

Demostracién: Observemos que si f(a) # f(b) entonces es la

Esta funcién es continua en [a, b] y derivable en (a,b) por serlo las funciones
f vy g. Ademés h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Luego por el Teorema de
Rolle existe ¢ € (a,b) de modo que

0="N(c) = f'(c)(9(b) — g(a)) — g'(c)(f(b) — f(a))
O
El Teorema del Valor Medio de Cauchy en si no nos va interesar mucho,
pero si una consecuencia de él muy importante en célculo: la Regla de
L’Hoépital que permite calcular limites en el caso de indeterminacién; algo
que nos quedo pendiente cuando estudiabamos limites de funciones. Adem4s,
este Teorema de valor Medio estd presente en la prueba del Teorema de

Taylor que veremos al estudiar el Tema de Aproximaciones Polinémicas.

Teorema. 4. (Regla de L’Hobpital). Sean f,g : [a,b] — R dos funciones
continuas en [a,b]\{s} y derivables en (a,b)\{s}. Si
lim_f(z) = lim g(z) =0,

CC-)S
f'(z) # 0 para todo x € [a,b]\{s} y existe
/
lim 2&)
xr—rs* f’((L‘)
entonces existe
. oglx) . (@)
Iim =% = lim
xr—s* f(:L‘) r—s* f’($)

(aqui s* significa s 0 sT 0 s™).
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Demostracién: Si suponemos que existen f'(s) # 0y ¢'(s), entonces la
prueba es muy sencilla ya que por un lado la funciones f y g son continuas
en s y por tanto

o 9@ g@) —gls) P g(s)

A F (@) T ) = f(s) ek T f(s)’

Lo que nos permite el Teorema del Valor Medio de Cauchy es prescindir
de la suposiciones anteriores. Podemos hacer la prueba sin que existan las
derivadas de f y g en el punto s.

La prueba la vamos a hacer para limites por la derecha (de forma andloga
se hace para limites por la izquierda). Con ambos limites laterales se hace
la prueba para el limite.

Como existen

lim f(z) = lim g(z) =0,

z—sT z—st
podemos suponer que f(s) = g(s) = 0 (sin més que redefiniendo f y g para
x = s). Si tomamos x > s, entonces f y g definidas sobre [s, 2| estdn en las
hipétesis del Teorema del Valor Medio de Cauchy. Observemos que, como
f(s) =0y f'(z) # 0, por el Teorema de Rolle f(z) # 0 para todo x # s.

Por tanto existe ¢, € [s, 2] de modo que

(f(x) = f(8)g (cz) = (9(x) = g(s))['(cz) = fl2)g'(cz) = g(@)f'(cx)-
Como f(x) # 0, tampoco se puede anular f’(c,) y asi llegamos a que

g(x) _ g'(cx)

fl@)  flea)

Tomando limites cuando z — s, (por tanto ¢, — s') y como existe

lim, .+ % se tiene que

im 99 _ q(cz) i J'(y)

r—st (l‘) N z—st f/(cac) B y—st f/(y)

O

senx

Ejemplo. 1. HH(I) . Estamos ante una indeterminacion del tipo cero
T— T

divide a cero. Por suerte estamos en las hipdtesis para poder aplicar la Regla

de L’Hopital y ast
, sencx , COoSx
lim = lim
z—0 X z—0 1

=1.

La Regla de L’Hopital puede ser adaptada a casi cualquier otro caso de
indeterminacién, con lo cual se convierte en una herramienta poderosa para

calcular limites (jes la herramiental).
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Corolario. 2. (Regla de L’Hépital General) Sean f,g: (a,b) — R dos
funciones derivables en (a,b) salvo quizas en un punto s, donde (a,b) es
un intervalo abierto y s € (a,b) o bien (a,b) = (—o0,b) y s = —o0 0 bien

(a,b) = (a,00) y s = co. Se sabe que f'(x) #0 si x # s. Si existen

lim, f(x) = lim g(x) =0,

T—>8*
0
lim f(z) =400 y lim g(z)= £oo,
r—>s* r—s*
1 (x) # 0 para todo x € (a,b)\{s} y existe

. ()
S Pla)

entonces existe ,
tim 92 _ i 9(0)

r—>s* (.’L’) T—rs* f’(.’L‘)
(aqui s* significa s 0 sT 0 s~ siendo s un mimero real 0o +00).

e—l‘

Ejemplo. 2. lim ———.
z—o0 arctan x — 3

., Z. —_ Z. 71-
Demostracién: Por un lado 1im ™% = 0 y por otro lim arctanx —— = 0.
T—00 T—00 2

Estamos ante una indeterminacion. Como las funciones de este cociente son

derivables, usaremos la Regla de L’Hopital y asi

e~ -z
— — —00 —=
e—ooarctans — 5 w00
reordenando )
., —(1+27)
= lim
T—00 et

volvemos a tener una indeterninacién del tipo —oo dividido por oo. Insisti-

mos aplicando L’Ho6pital dos veces mas

—2x . =2
= lim = lim — =0.
rz—o0 er rx—o00 el

O
Ejemplo. 3. lim,_,o+ xlnx.

Demostracién: El limite por la derecha tiene todo el sentido ya que el
logaritmo no estd definido para valores negativos. Por otro lado estamos
ante una indeterminacién del tipo cero por menos infinito. En principio no
estd en la forma en la que se aplica la Regla de L’Hopital, pero eso se arregla

con una sencilla transformacion.
, , Inz
Iim zlnx = lim -
Zl‘—>0+ II)—)OJ" 5
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ahora ya podemos aplicar L’Hopital

1
= lim % = lim —x=0
=0t — z—07t

—_

=
0
Cuando una funcién viene dada por varias férmulas, como en el ejercicio
siguiente, es conveniente tener en cuenta los conceptos y el Corolario que

escribimos a continuacion.

= Llamamos derivada por la derecha de una funciéon f en el punto
x = a, y escribimos f/(a™), al limite si existe

lim f(l') — f(a) — f/(a+)

r—a™t Tr—a
» Llamamos derivada por la izquierda de una funcion f en el punto
x = a, y escribimos f’(a™), al limite si existe

i 70 7@ )

r—a~ r—a
Es claro que si una funcién es derivable en un punto x = a, entonces

existen las derivadas por la derecha y por la izquierda en el punto z =a y
f'(a)=f'(a) = f'(a").
El reciproco también es cierto.

Corolario. 3. Sea h : [a,b] — R una funcidn continua en [a,b]\{s} y

derivable en (a,b)\{s}. Si existe
xlggl h(z) =10

y existe
lim /' (z),

r—s*

entonces existe

h'(s*) = lim h'(z),

r—s*

(aqui s* significa s 0 sT 0 s~ ).

Demostracién: Sean f y ¢ las funciénes definidas por g(z) = h(z) — by
f(x) =z — s. Estas funciones estén en las hipdtesis de la Regla de L’Hopital

y por tanto
cog(x) o h(m) b
M) T s (5D
aplicando L’Hopital
= lim h/(z).

r—s*
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Puesto que este limite existe por hipdtesis, se tiene que coincide con h'(s*)
O

Apliquemos lo anterior en el siguiente ejercicio.
Ejercicio. 2. FEstudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion:

x2 st xr <0

fx)=4¢ zlnz si z€]0,1]
z—1 st x>1
Dibuja la grdfica aprozimada de la funcion y estudia sus mdrimos y sus

minimos.

Demostracién: La funcién es continua en R\{0, 1}. Calculemos los limites
en los extremos de su dominio.

v limy oo f(2) = im0 22 = o0.

» lim,_ o f(x) = lim,_,o- 2% = 0.

w lim, g+ f(2) = lim,_,o+ zlnz = 0. Usamos el calculo hecho en un

Ejemplo anterior.

v lim,_ - f(z) =lim,_,;- xlnz = 0.

w lim, o+ f(2) =1lim, 1+ 2 —1=0.

v limy oo f(2) = limp ooz — 1 = 0.
Luego vemos que la funcién es continua en todo R (en 0 y 1 existen los
limites laterales y son iguales).

Como existe f’ para todo R\{0, 1}, podemos aplicar el Corolario anterior

para saber si la funcién f es derivable en 0 o 1.
v lim, ,o- f'(z) = lim,_,o- 22 = 0.
» lim, o+ f'(z
w lim, - f/(z) =lim,_,;-Inz+1=1.
= lm, 4 f/(2

Luego vemos que la funcién f es derivable en x = 1, pero no lo es en z = 0.

) =lim, g+ Inz + 1= —o0.
) = h’mm_)1+ 1=1.

Observemos que f(xz) > 0six ¢ (0,1) y negativa si x € (0,1).

La derivada de la funcién z? solo se anula para z = 0. La funcién zInx
tiene por derivada Inz + 1 y ésta se anula solo en x = e~ !. La derivada de
la funciéon x — 1 no se anula nunca. Luego candidatos a médximos y minimos
son el punto x = 0 (aqui la funcién no es derivable) y el punto z = e~! (aqui
la derivada se anula). Dando valores y viendo el signo de la funcién es facil
convencerse de que f tiene un minimo en = e~ y que no tiene maximo,

ni siquiera un maximo local.
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FicurA 5. Gréfica aproximada de f.
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