ANALISIS MATEMATICO BASICO.

OTROS LIMITES.

Dada una funcién f, ésta puede no tener limites en determinados puntos.
O no ser finitos. Incluso podemos buscar limites donde la funcién no esta

definida, siempre que lo esté ”cerca” de donde consideramos el limite.

1 ; .
E’x st T > 0; Bl
2 St <0.

comportamiento de esta funcion cerca de cero, o cuando se hace muy grande

Ejemplo. 1. Consideremos la funcion f(x) =

la © o muy pequena puede ser "medido”, aunque no sirve la definicion de

limite que conocemos hasta ahora.

Demostracion:

= Si x > 0 se acerca a cero, el cociente se hace muy grande. Si x < 0,
la funcién tiene a anularse. La funcién no es continua en z = 0.

= Si z > 0y se hace muy grande, el cociente se hace muy pequeno.

= Six < 0y se hace muy pequena, grande en valor absoluto, el cociente

se hace muy pequeno en valor absoluto.
O
Vamos a dar otras definiciones de limites que tratan de atrapar situaciones
como las anteriores.

Limites Infinitos.

Definicién. 1. (Limites infinitos.) Sea una funcion f : R — R y consi-

deremos a € R, de modo que existe r > 0 con
(a —r,a+r)\{a} C Domf.

a: Se dice que el limite de la funcion f en el punto a es infinito, escri-
bimos lim,_,, f(2) = oo, si para todo M > 0 podemos encontrar un
6 > 0 de modo que si

0<|z—al<d entonces f(x)> M.
1
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b: Se dice que el limite de la funcion f en el punto a es menos infinito,
escribimos lim,_,, f(x) = —o0, si para todo N < 0 podemos encontrar

un 6 > 0 de modo que si

0<|z—a|l<d entonces f(xr)<N.

!%
1
FiGURA 1. Limite infinito en a; y limite menos infinito.

Ejemplo. 2. lim,_,q ﬁ =00

Demostracion: Sea M > 0, si tomamos § = ﬁ > 0, si

1 1
0 -0 = - = —>M
< |z —=0] |:c|<M ’x‘>
O

Con una prueba analoga a la vista en este ejemplo se prueba que

Proposiciéon. 1. Sean dos funciones f,g : R — R para las que existen los

limites Ilimy_sq f(z) =1 y Flimz_q g(x) = 0, entonces

a: sil > 0 se sigue que lim /(@) =
aa |g(z)|

b: sil < 0 se sigue que lim /(@) =
z—a |g(z)|

Observacion. 1. a: Los signos de las funciones f y g son los que de-

terminan el signo del limite.

b: Sil =0 estamos ante una indeterminacion.

2
-9
Ejemplos. 1. = lim =~ — limz + 3 = 6.
r—3 T — r—3
i 2 -9 i 1
s Jim-——-=I1lm-————- =00.
r—3 (.%'2 — 9)3 r—3 (x2 — 9)2 >
ot —Tr+12 3 r—4
= lim =1i = -0
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FiguraA 2. Funcién que se hace muy grande en valor abso-
luto cuando |z| se hace grande.

Limites en el Infinito. Los siguientes limites indican la tendencia de una

funcién cuando la z se hace muy grande.

Definicién. 2. ( Limites en Infinito. ) Sea una funcion f : (a,00) — R,
decimos que el limite de la funcion en infinito, escribimoslim,_,~ f(x),

es

a: lim, o f(x) = b € R si y solo si para todo € > 0, existe M > 0 de

modo que si
x> M, entonces |f(x)—0b|<e

b: lim, o f(z) = 00 si y solo si para todo N > 0, existe M > 0 de

modo que si
x> M, entonces f(x)> N;

c: lim, o0 f(x) = —00 si y solo si para todo N < 0, existe M > 0 de

modo que st

x> M, entonces f(x)<N.

bte 5
P i
i .
"3 M * T

FiGurA 3. Limite en el infinito igual a b
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Definicién. 3. ( Limites en menos Infinito. ) Sea una funcion f :
(—00,a) = R, decimos que el limite de la funcién en menos infinito,

escribimos lim,_, _ f(x), es

a: lim,,  f(x) =b € R si y solo si para todo € > 0, existe M < 0 de

modo que si
r < M, entonces |f(x)—0b|<e

b: lim, o f(x) = 0o si y solo si para todo N > 0, existe M < 0 de

modo que si
x < M, entonces f(x)> N;

c: lim, , o f(x) = —o0 si y solo si para todo N < 0, existe M < 0 de

modo que st

x < M, entonces f(x)<N.

FiGurA 4. Limite en menos infinito igual a b

Ejemplo. 3. limx%m% =0.
Demostraciéon: Sea € > 0, y consideremos M = % Ahora si

1
x> — entonces x <e€
€

O

Con una prueba similar se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién. 2. Sean dos funciones f,g : R — R para las que existen los

limites lim,_,s f(x) =1 € R y lim,_sg(x) = £oo, entonces

lim @) =0,

vs g(z)

donde s puede ser un ndmero real o mds o memos infinito.



APUNTES MMI 5

Es decir, si el denominador de un cociente se hace muy grande en valor
absoluto y el numerador permanece acotado, entonces el cociente tiende a
cero. Ademds como en el caso de limites en puntos finitos se tiene de forma

analoga que:

Proposicion. 3. Sean dos funciones f,g : R — R para las que existen los

limites limy 400 f(x) = b1 €ER y lim, 100 g(x) = by € R, entonces

u Hm:p%ioo f + g(l') = bl + b2;
u me%ioo fg(x) = b1b2;

= Si ademds by # 0 se tiene que

i f(@) b

o—too g(z) by’

Es claro también que en los casos en que b; sea mas o menos infitito y
bs acotado, entonces by + ba = by. Si ademads by # 0 se tiene que biby =

sign (b1 )sign(b2)|b1 .

Ejemplos. 2. m lim, o ﬁ =0, claro 2 + 1 =450 0.

+
. 22 ‘ 1

L] hmxﬁoo 2F1 = hmxﬁoo Q =1.
x

3
. z° 12 1 _
m limg oo T = limy oo T = 00,
2
; z?(1—x) . 1
w lim, o —r = limg o s—1=-1

Indeterminaciones: Sean dos funciones f, ¢ : R — R para las que existen
los limites lim,_,s f(x) = b1 y limysg(xz) = be, donde s es un nimero
real o +00. En los siguientes casos no podemos determinar como va a ser el

limite que se propone. En estos casos hablaremos de Indeterminacion.

] h'in z(:13) si by = by = 0 o bien by, by = Fo00.

lim,s(f + g)(x) si by = 00 y by = —00 0 viceversa.

lim, s fg(x) si by = o0 y by = 0 o viceversa.

Observacion. 2. En los casos de indeterminacion podemos hacer dos cosas.
Manipular convenientemente el limite para resolverlo, lo cudl requiere inge-
nio. O esperar a ver la Regla de L’Hoépital un poco mds adelante cuando

estudiemos las derivadas de una funcion.

Limites Laterales.
En las definiciones anteriores, no necesitamos que las funcién esté definida

en el punto donde se toma el limite. Solo que lo esté todo lo cerca posible.
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Ahora segun la topologia de la recta podemos acercarnos a un punto en dos

direcciones.

Figura 5. Aproximacion por al derecha y por la izquierda
a un punto a.

Lo anterior nos da pie a dar la definiciéon de limites laterales. Son mu-

chas, pero en esencia son las mismas que ya conocemos.

Definicion. 4. Sea una funcion f: R — R.

A: Sea un punto a € R de modo que existe r > 0 con (a,a+7r) C Domf.
a1: Decimos que b es el limite por la derecha de f en a, escri-
bimos lim,_,,+ f(x) = b, si para todo € > 0 existe un § > 0 de

modo que st
0<z—a<d entonces |f(zx)—>b|<e.

as: Decimos que oo es el limite por la derecha de f en a, escri-
bimos lim,_,,+ f(x) = oo, si para todo M > 0 eziste un § > 0 de

modo que st
0<z—a<d entonces f(x)> M.

az: Decimos que —oc es el limite por la derecha de f en a, escri-
bimos lim,_, .+ f(x) = —o0, si para todo M < 0 eziste un 6 > 0

de modo que si
0<x—a<d entonces f(x)< M.

B: Sea un punto a € R de modo que existe r > 0 con (a—r,a) C Domf.
a1: Decimos que b es el limite por la izquierda de f en a, escri-
bimos lim,_,,— f(z) = b, si para todo € > 0 eziste un § > 0 de

modo que si
0<a—xz<d entonces |f(z)—0b<e.

as: Decimos que oo es el limite por la izquierda de [ en a, es-
cribimos lim,_,,— f(x) = oo, si para todo M > 0 existe un 0 > 0

de modo que si

0<a—x<¢§ entonces f(x)> M.
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az: Decimos que —oo es el limite por la izquierda de f en a,
escribimos lim,,_,,— f(x) = —oo, si para todo M < 0 existe un

6 > 0 de modo que si

0<a—x<¢d entonces f(x)< M.
22 s o<1
2 st x>1
lim,_,+ 20 = 2. Por otro lado lim,_,,— f(x) = lim,_,;— 22 = 1. En

Ejemplos. 3. n Sea f(z) = { Entonceslim,_,1+ f(z) =

este caso es claro que mo existe el limite de la funcidn en el punto
x =1 y por tanto la funcion no es continua en x = 1.
w lim,_ o+ = = 0.

= —OQ.

8= 8=

- h,mx~>0—

FiGurA 6. Discontinuidad de salto en z = 1.

La relacién entre limite y limites laterales la da el siguiente Teorema.

Teorema. 1. Sea una funcion f : R — R, y sea un punto a € R de modo
que existe v > 0 con (a —r,a +r)\{a} C Domf. Son equivalentes:

» existe lim,_,q f(x) = b, donde b € R 0 b = +o0;

w ezisten los limites laterales lim,_,,+ f(x) ylim,_,,— f(x), y ambos son

iguales a b.
Demostracién: Ejercicio [J

Observacion. 3. La relacion de los limites laterales con respecto a las opera-
ctones: suma, producto..etc y respecto de las indeterminaciones es la misma

que la de los limites.

1
T

. .
C . -t s x<0
Ejercicio. 1. Dada la funcion f(z) = ltex tenemos
1=vida® V12+x2 st x>0
Y

que calcular los limites laterales y determinar donde es continua la funcion.
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Demostracién: Si a < 0, lim f(z) = - = f(a) ya que la funcién
Tr—a ea
es un cociente de composiciones de funciones continuas. Observamos que

g(z) = ex es continua si x # 0. Lo mismo ocurre si a > 0, lim f(z) =
T—a

1—+V1+a?
# = f(a). Veamos que ocurre en a = 0.
a

; 1 ,
Por un lado lim,_,¢p- ez =0, y asi
1

lim f(z) = lim —— 0

= =0.
r—0~ z—0" ] + 6% 140

Por el otro lado

1-vV14a2?

2

o (I=vVI+2H)(1+V1+a?)
lim
z—0t 1'2(1 ++1+ 1'2)
) (1—(1+ 2?) , -1 1
= lim = lim —— = ——.
z—0t 22(1+ 1+ 22) 220t 141+ 22 2

Existen los limites laterales, pero son distintos. Por tanto no existe el limite

Iim f(z)= lim
z—0t f( ) z—0t T

de la funcién en x = 0. La funcién no es continua en 0. [
Los limites laterales nos permiten dar un clasificacién de los puntos donde

una funcién no es continua.

Definicion. 5. Sea una funcion f: R — R, y sea un punto a € R de modo

que existe v > 0 con (a —r,a +1r)\{a} C Domf.

= Se dice que a es un discontinuidad evitable de f, si existe lim,_,, f(x),
pero no coincide con f(a).

n Se dice que a es un discontinuidad de salto de f, si existen sus
limites laterales en a pero son distintos.

= Se dice que a es un discontinuidad esencial de f, si no existe

alguno de los limites laterales.

El Ejemplo 3 nos da una funcién con una discontinuidad de salto en el

punto x = 1. La funcién % tiene una discontinuidad esencial en x = 0.

Ejercicio. 2. Sea f: R — R una funcion prueba que

A): son equivalentes
1): existe limy oo f(x) =1
2): eziste lim, o+ f(2) =1;

B): son equivalentes

1): existe lim,_,,+ f(x

) =1;
2): existe limy, 00 fla+ <) = 1.

8=
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Demostracion: Veamos una parte. Si lim, , f(x) = l€ R, tenemos que

para todo € > 0 existe un M > 0 de mod que si z > M, entonces

[f(z) 1] <e.
Si0<y<1/M,entonces 1/y > My
1
f(=) =1l <e
Yy
lo que prueba que lim, o+ f(2) =1 O
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