AMPLIACION DE MATEMATICAS

SUBANILLOS E IDEALES.

Ejemplo 1. En (Z,+, x), el subconjunto de los multiplos de n, nZ,

genera una relacion de equivalencia
ki ~nz ko ~ ki1 — ko € nZ ~ k1 = ko mdd n.

Las congruencias “normales”. Vimos que el conjunto cociente (Z/nZ =
L, +, X) con la suma y producto en congruencias forma de nuevo un
anillo y en algunos casos un cuerpo (cuando n es primo).

Observacién 1. Observemos que (nZ,+, x) también es un anillo y

que para todo m € nZ y para todo r € 7. se tiene que r X m € nZ.

Todo lo anterior nos sugiere la nocién abstracta de ideal con la cual
se pueden construir anillos cocientes y en algunos casos cuerpos
(este ltimo caso es él que nos interesa).

Definicién 1. Sea (A, +, X) un anillo.

A: Un subconjunto S C A se llama subanillo si S con las opera-
ciones del anillo, (S, 4+, X), es de nuevo un anillo.

B: Un subconjunto I C A es un ideal si (I,+, x), es un subanillo
de A y ademds para todo s € I y para todo a € A se tiene que

as € 1 Yy sa € 1.

Observacién 2. A: S C (A, +, x) es un subanillo si y solo si para

todo s,s" € S se tiene que
s—seS Y sxs el

B: I C (A, +, X) es un ideal si y solo si para todo s,s' € I y para
todo a € A se tiene que

s—s el Y sa,as € 1.
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Demostracion:

Claro, la condicién s —s" € S (0 s — s € I ) nos dice que (5, +)
(o (I,+)) es un subgrupo de A. La segunda condicién nos dice que el
producto es una operacién cerrada en S. En B: ademas se verifica la
condicion adicional para ser ideal [

A diferencia del caso de los Grupos, no nos van a interesar los subani-
llos, salvo para definir la estructura que nos interesa: la de Ideal.

Ejemplo 2. Sea I = {0,2,4,6,8} C Z19. Vemos que I es un ideal.
Para todo s, € I, s =2k y s/ = 2K/, se tiene que
s—s=2k—FK)el

(entendiendo que las operaciones las hacemos en congruencias). Ademas
sia € Zy, se tiene que as = a2k € I. Por tanto (I, +, X) es un subanillo
conmutativo (sin unidad, pero integro, ver tabla).

x|10/2[4]6]8

0/0/0/0]0]0

2(0(4(8|2|6 ,, )

410(8|6|4|2 Atn més, (I,4, x) es un Ideal O
6(0[2]4/6|8

8106|484

Ejemplos 1. 1. nZ C Z es un ideal ( aunque como anillo no tiene
unidad).

2. Z C Q es un subanillo, pero claramente no es un ideal.

Observacién 3. 1. 57 A es un anillo e I es un ideal suyo de modo
que 1 € I, entonces I = A.
2. Los tunicos ideales de un cuerpo son {0} y el total.

3. La interseccion de ideales es de nuevo un ideal.

Esta ultima propiedad nos da pie, como en el caso de Grupos, a

definir el ideal generado por un trozo del anillo A.

Definicién 2. Sea (A, +, x) un anillo y sea A C A un subconjunto.
a: Se llama ideal generado por A al ideal
I= (N I =notacion (A)
ACI, I ideal de A
b: Sea a € A, al ideal generado por a, (a), se le llama ideal prin-
cipal.
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c: Un anillo A, dominio de integridad, se llama dominio de

tdeales principales si todos sus ideales son principales.

Observacion 4. Si A es un anillo conmutativo, entonces para a € A
se tiene que
() =alh ={ar : €A }.

Ejemplos 2. » Sea 1 € A, la unidad respecto a la multiplicacion.
Entonces (1) = A.
» nZ = (n). AsinZ es un ideal principal de Z.
s Otros ejemplos interesantes los veremos al estudiar polinomios.

Proposiciéon 1. a: Z es un dominio de ideales principales.
b: Si F es un cuerpo, entonces el anillo de los polinomios con co-
eficientes en F, Flx], es un anillo de ideales principales.

Demostracion:

b: Esta prueba es como la de la parte a), a falta de ver todas las se-
mejanzas que hay entre los enteros y los conjuntos de polinomios
en lo que a divisibilidad se refiere. ( La veremos mas adelante).

a: Sea I C Z un ideal. Para todo r,s € I, por el Lema de Bezout,
existen u, v € Z, de modo que

d=m.cd.(n,m) =ur+wvs €l = dz. C I.

Como I es numerable, podemos escribir la parte positiva del

ideal como una sucesion,
+ _
I"={ayag,..,ak,...}

y asi iniciar el proceso

d2 = m.c.d.{al, CLQ} Z 1
d3 = m.cd{a,az,a3} > 1
dy = m.cdfay,ag,...,a} > 1

La sucesion (dy) es decreciente y a partir de un k constante. Sea
d =min{d; : k> 2 }. Claramente dZ C I. Realmente tenemos
una igualdad, ya que si r € I, r > 0, entonces d|r y asi r € dZ.
Por tanto

(d)=dZ =1
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y asi I es un ideal principal [J

Entre los ideales de un anillo hay unos més apreciados que otros,

como los primos entre los enteros.

Definicién 3. Un ideal I de un anillo A se llama maximal si [ # A

y si para cualquier otro ideal I' con I & I' necesariamente se tiene que
I' =A.

Ejemplos 3. a: nZ es un ideal maximal de 7 si y solo st n es
PTIMO.

b: Sea p € F[z]. El ideal generado por el polinomio p, (p), es

maximal si y solo sip es irreducible (es decir que no es divisible

por un polinimio de grado menor).

La prueba usa que tanto Z como F|x] son dominios de ideales prin-
cipales. La parte b) la dejaremos para cuando estudiemos polinomios.
Ahora si n no es primo, existe un primo p que divide a n, p|n. De
aqui
nl G pZ & 7.
Por otro lado si p es primo, no existe ideal en Z, I’ = nZ de modo que
pZ & nZ, ya que ésto dltimo nos dirfa que n|p O
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