ANALISIS MATEMATICO BASICO.

EL CONJUNTO DE CANTOR.

Este es un ejemplo de un conjunto singular en R.

Definicion. 1. Llamamos Congunto de Cartor a
o
C={xel0,1] : Zg—zconaje{()ﬂ}}.

Estamos considerando los nimeros en [0, 1] que en base tres no tienen (o

puede obviarse) un 1 en su desarrollo.

Observacién. 1. Sea x = Zé\;l % + BLN con a; € {0,2}, entonces

rzeC

Demostracién: Claro, ya que sin mas que sumar la serie geométrica se tiene

que
00

1 2
w= 2 3 U
j=N+1
Vamos primero a tratar de visualizar el conjunto C' y después veremos las
propiedades que lo hacen singular.

Sean para cada k € NU {0}

1 12
co = {g} consideramos el intervalo Co = (g, g)
0 1 2 1 1 2 2 1 2 2

e = {§+?, §+?} consideramos la unién de intervalos Cy = (?, §) U(g"‘sﬁa g‘i‘?)

o = {Z 3k:+1 con a; € {0,2}} = {b’ ci=1,2, _,,2]‘"} consideramos la union de intervalos
2k: 1

C’k::LJ(Z ;€+3k+1)

i=1

Teorema. 1. C =101\ (U2 Ck) -
1
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Demostraciéon: De forma grafica, que es la mas facil de entender.
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F1GurA 1. Eliminacién de intervalos en [0, 1].

Observemos que los conjuntos de puntos ¢y = {bl < b2 < ... < bik}
tienen 2% elementos (tantos como 0’s y 2’s ponemos poner en k posiciones);

los cudles podemos suponer ordenados. Ademé&s como

1 :
by, < bl + TRT < bt para todo 1<i<?2k

la unién Cj, = J7_ ' (b, B, + 3k+1) es disjunta.

Por otro lado la unién (J;—, C también es disjuntta ya que

Ch U Cp, = si n < m.
Claro,
(3 7 1 T T 1 . .
(bm bn 3n+1 ) ﬂ(brm bm gm+1 ) =0 para todo 1,7,
ya que para todo x = Z]OO 137 € (b, bt + 3,11“ ), el primer aj = 1 es necesaria-
mente para j = n+1y sin embargo para todo y = Zjoo 155 € (], b+ 3m+1)

el primer a; = 1 es necesariamente para j = m + 1. Luego x # y.

Observemos que de la Observacion 1. se sigue que

(bi :i=1,2,..,2vk=0,1,2,,,,} cC.

Probemos ya que C = 10,1\ (Uzzo Ck) -

» Siy = 2?01 3 € U Ck, entonces para algin k, tenemos que y €

C} y por tanto
ap+1 =1 y existe am 7# 0 con m > j.

Luego y ¢ C.
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Siz=3"", 33 - € [0, 1]\ (Upzy Ck), ninguno de los a; es igual a 1, de
lo contrario estaria en algtiin C%, luego y € C'. Mas preciso, si

k [e's)

1 (lj
L= 3] + 3k+1 + Z g’
j=1 j=k+2

donde ag11 = 1 es el primer uno que aparece en la serie, entonces
como
(e.@) o
7 2 1
Z 37 Z 37 3k+1’

) k k
se tendrfa que z € (3_;_ 13] + 3k+172] 13; + 3k+1 + 3k+1) C Ck

O
Propiedades del conjunto de Cantor.

C es cerrado.
Demostracion: C), es abierto por ser uniéon de intervalos abiertos.
Us— Ci es abierto por ser unién de abiertos. El complementario de
un abierto

(o9}

e

k=0

es un cerrado. La intersecién finita de cerrados es un cerrado, asi

0,1 (R\ U ck> =01\ JCr=C
k=0 k=0

es un cerrado [
C es compacto.
Demostracién: Claro, es un cerrado y acotado.
. Six,y € C conx <y, entonces existe z ¢ C tal que v < z < y. Es
decir, C es totalmente desconexo.
oo

Demostracién: Sean z = 3 7%, Fey= P gj, conaj,b; € {0,2}.

Si x < y, existe un primer jg de modo que
aj, < bj, y asi aj, =0 < 2= bj,.

Ahora es claro que

a;
:Z:<Z;3J+3]0 3]0+1 Z<Z*+3?+ 213]— O
J= Jj=Jo
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4. C no tiene puntos aislados.

Demostracién: Sea z € C con v = } 22, %, a; € {0,2}. Sea 6 > 0.

Tenemos que probar que
Cn((x—0d,z+0)\{z}) #0.
Sea el jo de modo que 5

0 Jo+1

a;
v=Y <> o
- =

=1

]O < 6, entonces

Z L ) RN
37 £ 37 ' 3jo+l '
=jo+2 1

<

J
Claramente z € C\{z} O

5. C tiene el mismo cardinal que R.
Demostracion: Como vimos en el Apéndice Cardinalidad de los
numeros Reales, el Cardinal del intervalo (0,1) es él mismo que él de
R. Por tanto [0, 1] tiene el cardinal de R. Con esto, es suficiente con
probar que existe una biyeccién entre C'y el intervalo [0, 1]. Vamos a
definirla:

fo c — 10,1]
=Y 8 he) = T

Como a; € {0,2}, asf a;/2 € {0,1} y entonces

O<Zaj/2 <Z%:1;
7j=1

lo que prueba que f; estd bien definida.

Ahora fj es creciente, es decir si x < y, entonces fo(x) < fo(y),
lo que nos dice ademés que fy es inyectiva. Vedmoslo. Sean z =
>t Fey= PR g], con a;,b; € {0,2}. Si x < y, existe un primer
Jo de modo que

aj, < bj, y asi aj, =0 < 2= bj,.

Luego
Jo—1 oo Jo—1 )
o (Ij/? (Ij/? aj/2 1 b /2
folw) = 97 TOF > oj <> o T T > 5 =h.
j=1 J=Jjo+1 j=1 Jj=jo+1

Ver que fy es suprayectiva es més sencillo. Si tomamos y € [0, 1],

lo podemos escribir como

Y= Z 2—? con b; € {0,1}.
j=1
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Asi es claro que

y que fo(z) =y 0.

C tiene medida cero. La nocién de medida tiene un amplio recorrido
como se puede ver en la asignatura de Teoria de la Medida. Aqui solo
vamos a usarla de forma intuitiva, pero que concuerda con lo que més
adelante serda adecuadamente formalizado.

» El intervalo Cy = (1/3,2/3) mide |2/3 — 1/3| = 1/3 y escribimos
m(Cp) =1/3

» Los dos intervalos de C; miden [2/9 —1/9| +1(8/9—-7/9|=2/9 y
escribimos m(Cy) = 2! /32

» Los 2" intervalos de Cj, que no se solapan, miden

. 1 .
k k ok
= Como los conjuntos C}, son disjuntos, parece razonable pesar que
m(JCr) =3 m(C =) sm=3) ="
k=0 k=0 k=0 k=0

= Como [0,1] = C' U (Ujzo Ck) unién disjunta, ya que C'y [z~ Ck
no tienen elementos comunes, parece razonable poner
o0
m([0,1]) = m(C)+m(| ] Cr).

k=0
Como la medida m([0, 1]) = 1, se deduce que m(C) =0 O

Observacion. 2. Las propiedades 3),4) y 5) también las tienen los nimeros

irracionales del intervalo [0,1], el conjunto [0,1] N 1. Sin embargo, [0,1] N1

no es cerrado ya que

[0,1] N1 =[0,1].

Por otro lado se puede probar que m([0,1]NT) = 1.

La funcién de Cantor o Cantor-Lebesgue.

La siguiente curiosa funcién va unida al conjunto de Cantor. Tendremos en

cuenta la funcién fy que hemos definido anteriormenete. Ademas usaremos

muzcu(uco,
k=0
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unién disjunta.
Definimos la funcién de Cantor o de Cantor-Lebesgue Fy por

Fy : [0,1] — [0,1]
fo(x) si zeC
v = ) = Folb) si v € (B, b + 5r) € Ch,
para todo i=1,2,..,2F yk=0,1,2,..
Graficamente
¢
P sk H :
! ) J
o 33-"1 y!
FIiGUurA 2. Primera iteracion de la Fjp.
La segunda iteracién seria
'
g
] & 1 ]
I
. AN
g ¥y Uy Ty Mg
FiGura 3
Observemos que la funcion Fj verifica que:
= Fo(by) = Fo(b + 3r1), ya que
Ly 1 Ly 2
Fo(b) = fob}) = fo> 3% +ge) = o> 3*;4'04' > )=
Jj=1 J=1 J=k+2
a;/2 — 1 kaj/2 - kaj 2 _ B
Z 27 +0+ Z 2 Z 27 +2k+1 fﬂ(z 37+3k+1) o( k+3k+1)‘
=1 j=h+2 j=1 =
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= Fy es creciente, por serlo fj y ser constante en cada [b, bl + 3,9%]

» F5([0,1]) = [0, 1], por ser fy suprayectiva.

» F' es continua en todo [0, 1], ya que al ser creciente solo puede te-
ner discontinuidades de salto (ver apéndice de Funciones Monétonas).
Pero vemos que no las tiene.

e Si xz ¢ C, entonces = pertenece a un intervalo abierto donde Fjy
es constante y por tanto Fj es continua en x.

. N—1 a; ,
OSll':Z af]+3lNEC’,entonceszn:x—l—%—mﬁo@xyaﬁ

j=1 3J
N-1 oo
a;/2 1 1 1
Fo(zn) = Z sz +2W+ Z EZFO(l‘)-FW —n—soo F0(T),
j=1 j=n+1

luego no puede haber discontinuidad de salto.
e SiSix= Z;V:_ll g—j + 3%, € C, tomamos z, = x — 3% y se procede
igual que en el caso anterior.
. o0 Qaq 1 .
e Six = Zj:13—j € C, entonces se tomo z, = T + 5 si ap = 0
02y, =T — 3% si ap, = 2. Esta sucesién (z,), converge a z, asi
como la sucesién (Fy(zy,))n converge a Fy(z), luego no puede haber

discontinuidades de salto O
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