ANALISIS MATEMATICO BASICO.

EL TEOREMA DE TAYLOR.

Al tomar el valor del polinomio de Taylor P, ,(z) en lugar del valor de la
funcién f(x) cometemos un error. En lo que sigue vamos a determinar tal

error.

Definicion. 1. Sea f una funcion para la que existe su polinomio de Taylor

de grado n centrado en a, P, ,(x). Se define el resto de orden n en a como
Rya(z) = f(z) — Poa(z) =

M)

n!

fl@) = fla) = f'(a)(z —a) —

(x —a)".

Observacién. 1. El error que se comete al tomar Py, q(x) en lugar de f(x)

es precisamente

[Bna(z)| = [f(2) = Ppa()].
El Teorema siguiente lo que nos da es una caracterizacion de este error.

Teorema. 1. (de Taylor ). Sea f : [a,x] — R una funcidn n + 1-veces

derivable en el intervalo |a, x].

a): Foérmula del Resto de Cauchy:
_ fn+1(t>

n!

Ry, () (x —t)"(x — a),

para algin t € (a,x).

b): Férmula del Resto de Lagrange:

_

Bnale) = Gy @™

(r—a para algin t € (a,x).

c): Férmula del Resto Integral: si ademds ) es integrable en

Ry o(x) = /;B w(:ﬁ — t)"dt.

’ n!

[a7 x:l?
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Un resultado andlogo se puede probar en el intervalo [z, a].
Demostracién: Como existen las derivadas de f en [a, 2|, podemos escribir

para cada t € (a,b)

flx)=ft)+ f )z —t)+ ... +

Consideramos las funciones:

n)
P04 Rse) )

n k)
s) = f@) -3 0w = Roy)

k=0

g(t) = (@ — "

Estas funciones son continuas en [a, z| y derivables en (a, x), en particular

R W LR () RN O] -
s(t)—kzzo o —1) +;(k_1)!(xt) !
poniendoj:k—l
k1) ( (¢ A
: - K +Zf] —t)
=0
__ M e

n!

Y
gt) =—n+1)(x-1)"

Ademss s(z) = g(z) =0y s(a) = Rya(z) vy g(a) = (x — a)™ L.
a) Ahora, aplicando el Teorema del Valor Medio a la funcién s sobre [a, z],

existe ¢ € [a,b] de modo que

s(z) —s(a nt1)
)=l _ gy~ SO
Asi )
~sa) =T (e —a)
y por tanto
fn+1(t>

Ry o(z) = o (z —t)"(x — a).
b) Si aplicamos a s y g el Teorema del Valor Medio de Cauchy, existe
t € (a,z) de modo que
s@) —sla) _ s _ )
9@) —ga) ~ g~ (n+1)!

y despejando s(a)
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c) Esta parte es una simple aplicacién del Teorema Fundamental del Célculo
xr
s(z) — s(a) = / s'(t)dt
a
y sustituyendo
x rn+1) t
—s(a) = —Rpq(z) = —/ fil()(a; —t)"dt
a n!
O

Observacion. 2. f(z) = P, q(x) + Ry o(z). Si
Ry o(2) = n—0o 0,
entonces
P o(7) = nsoo f(2).

Lo cudl nos daria una mejor aprozimacion de f(x) al aumentar el grado del

polinomio de Taylor.

Ejemplo. 1. Vamos a evaluar el error mdzximo que cometemos al tomar
1+§— %2 en lugar de \/1+x  para x € [—0,2,0,2].

Demostracién: El error que cometemos es
2

VI+e = (1435 =)l = f() = Pao(a)| = |Rao(a)

aplicando la férmula integral del resto

:|/0 fz(t)(w—t)%ﬂ
como (VITF)" = 3(1 + )}
T 3(14x)3
5/0 iy Il —t)at

como 0,8 <1+uzy |z—t| <0,2 para todo z € [-0,2, 0,2]
1 23 3102 3 1

<0,2%X ———— 2o o — = .
_’X16(0’8)%(’) 10802958 ~ /1092 — 28 256

Luego al tomar P (z) en lugar de v/1 + = cometemos un error menor que

4 milésimas (ﬁlﬁ < ﬁ) siempre que x € [-0,2,0,2] O

Ejemplo. 2. Vamos a explicar la siguiente desigualdad

1
|sen(a + h) — (sena + hcosa)| < §h2.
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Demostracién: Consideramos f(x) =senx y a € R. Tenemos que
Py o(z) =sena+ cosa(x — a).
Asi
|sen(a + h) — (sena + hcosa)| = [f(a+ h) — Pig(a+ h| = |Ria(a + h)|

tomando la férmula integral del resto
at+h " a+h "
t t
:|/ Senl()(a+h—t)dty§/ \Senl()\|(a+h—t)|dt
a a

como la derivada segunda del seno es otro seno y ésta es una funcién acotada

a+h h—t 2 h2
g/ |(a+h—t)]dt:—‘(a+2 ) g+h:3
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