
AMPLIACIÓN DE MATEMÁTICAS

SERIES DE FUNCIONES

Las series de funciones son un caso particular, especialmente impor-

tante, de sucesiones de funciones.

Ya hemos estudido las series de Taylor que nos permiten representar

una función como una serie. En los problemas de integrales saĺıan las

series de Fourier.

Si consideramos una sucesión de funciones (fn)∞n=1 y formamos la

sucesión de sumas parciales

SN(x) =
N∑

n=1

fn(x), donde N ∈ N

(proceso análogo al seguido en el caso de series numéricas visto en la

primera parte del curso) podemos preguntarnos si existe el ĺımite de la

sucesión de sumas parciales (SN)∞N=1. Aśı por
∑∞

n=1 fn(x) denotamos

una serie de funciones que hace referencia al ĺımite, si existe, de la

sucesión de sumas parciales (SN)∞N=1.

Definición 1. La serie de funciones
∑∞

n=1 fn(x), donde x ∈ A ⊂ R,

1. converge puntualmente a la función f en x ∈ A si f(x) es el

ĺımite puntual de la sucesión de sumas parciales (SN(x))∞N=1. En

ese caso escribimos f(x) =
∑∞

n=1 fn(x).

2. La serie de funciones
∑∞

n=1 fn(x) converge uniformemente a f

sobre A si f(x) es el ĺımite uniforme sobre A de la sucesión de

sumas parciales (SN)∞N=1. En ese caso escribimos f =
∑∞

n=1 fn

sobre A.
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Ahora los resultados que tenemos para la convergencia de sucesiones

de funciones se trasladan directamente a la convergencia de series con

un simple cambio de notación.

Corolario 1. Sea
∑∞

n=1 fn una serie de funciones que converge uni-

formemente a la función f sobre un intervalo [a, b] ⊂ R, entonces

1. si cada función fn es continua en [a, b], también lo será SN =∑N
n=1 fn(x) para cada N y aśı f =

∑∞
n=1 fn es continua sobre

[a, b];

2. si cada función fn es integrable sobre [a, b], también lo será SN =∑N
n=1 fn(x) para cada N y aśı f es integrable sobre [a, b] y se

verifica la fórmula∫ b

a

f(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx;

3. Si
∑∞

n=1 fn(x) converge puntualmente en un punto x0 ∈ [a, b], ca-

da fn es derivable y la serie de las funciones derivadas
∑∞

n=1 f
′
n(x)

converge uniformemente a una función g sobre [a, b], entonces la

serie
∑∞

n=1 fn(x) converge uniformemente a su ĺımite puntual f

en [a, b], función derivable y tal que

f ′(x) =
∞∑
n=1

f ′n(x) = g(x).

Ejemplo 1. Para la función f(x) = ex vamos a ver que su serie de

Taylor converge uniformemente.

La serie de Taylor de la función exponencial es
∞∑
n=0

xn

n!
. Tenemos que

ver que la sucesión de sumas parciales (SN(x) =
N∑

n=0

xn

n!
)N (o de los po-

linomios de Taylor de la función exponencial) converge uniformemente.

|ex −
N∑

n=0

xn

n!
| = |RN,0,ex|
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El Teorema de Taylor, en su forma integral, nos dećıa que el resto

anterior es igual a∣∣∣∣∫ x

0

fN+1)(t)

N !
(x− t)Ndt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

0

et

N !
(x− t)Ndt

∣∣∣∣ ≤ e|x|
∫ x

0

|x− t|N

N !
dt

= e|x|
|x|N+1

(N + 1)!
≤ máx{1, ea}aN+1

(N + 1)!
→N→∞ 0

para todo x ∈ [−a, a] donde a es una cantidad positiva. Por tanto la

serie de Taylor de la exponencial converge uniformemente a la expo-

nencial sobre todo intervalo [−a, a] siendo a > 0.

Ejemplo 2. Queremos calcular la integral
∫ a

0
e−x

2
dx.

Ya hemos avisado que la función e−x
2

no admite una primitiva ele-

mental, y por tanto la regla de Barrow no es aplicable en este caso.

Por otro lado una integral como la de arriba es muy importante en la

Teoŕıa de las Probabilidades. Para calcularla tenemos en cuenta que

e−x
2

=
∞∑
n=0

(−x2)n

n!
∀x ∈ [−a, a]

con convergencia uniforme. Luego podemos aplicar la segunda parte

del corolario anterior y aśı∫ a

0

e−x
2

dx =
∞∑
n=0

∫ a

0

(−1)nx2n

n!
dx

calculando una primitiva y, ahora si, aplicando la regla de Barrow

=
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)n!
|a0 =

∞∑
n=0

(−1)na2n+1

(2n + 1)n!
.

En el caso de las series de funciones tenemos un criterio que nos

dice cuando una serie de funciones converge uniformemente a su ĺımite

puntual.

Teorema 1. (Prueba M de Weierstrass) Sea (fn)∞n=1 una suce-

sión de funciones definidas sobre A ⊂ R. Supongamos que existe una

sucesión númerica (Mn)∞n=1 de modo que

1. 0 ≤ |fn(x)| ≤Mn ∀x ∈ A,

2. la serie númerica
∑∞

n=1Mn es convergente;
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entonces para todo x ∈ A la serie numérica
∑∞

n=1 fn(x) converge abso-

lutamente y además la serie de funciones
∑∞

n=1 fn converge uniforme-

mente a su ĺımite puntual sobre A.

Demostración:

|
∞∑
n=1

fn(x)| ≤
∞∑
n=1

|fn(x)| ≤
∞∑
n=1

Mn <∞

por tanto existe una función f(x) =
∑∞

n=1 fn(x) para toda x ∈ A,

ĺımite puntual de la serie de funciones. Además

|f(x)−
N∑

n=1

fn(x)| = |
∞∑

N+1

fn(x)| ≤
∞∑

N+1

Mn →N→∞ 0

independientemente de la x. Aśı la convergencia de la serie de funciones

es uniforme sobre N �

Ejemplo 3. Queremos averiguar el carácter de la serie de funciones
∞∑
n=1

sen2 nx

n2
.

Como |
∞∑
n=1

sen2 nx

n2
| ≤

∞∑
n=1

|sen2 nx

n2
| ≤

∞∑
n=1

1

n2
y sabemos que esta

última serie numérica es convergente, la prueba M de Weierstrass nos

dice que la serie de funciones converge uniformemente sobre todo R.

Observación 1. Para tratar con series de funciones es conveniente

recordar los criterios de convergencia de series numéricas que vimos en

la primera parte del curso (en particular el Criterio de Comparación y

el Criterio del Cociente).

Ejemplo 4. Si queremos estudiar la serie de funciones
∑∞

n=0 x
n con

x ∈ [0, 1],

hay que tener en cuenta que es una serie geométrica y por tanto con-

verge si |x| < 1. Aśı si x ∈ (0, 1) se tiene que
∑∞

n=0 x
n = 1

1−x . Es nula

si x = 0 y diverge para x = 1. Usando la prueba M de Weierstrass se

puede ver que la serie de funciones
∑∞

n=0 x
n converge uniformemente

sobre todo intervalo [0, a] siempre que a < 1.
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Ejemplo 5. Sabemos que ex =
∑∞

n=0
xn

n!
con convergencia uniforme

sobre [−a, a], a > 0. Otra forma de verlo es la que sigue.

Para todo x ∈ [−a, a], podemos usar el criterio del cociente

ĺım
n→∞

|x|n+1

(n+1)!

|x|n
n!

= ĺım
n→∞

|x|
n + 1

= 0 < 1

y aśı deducimos que la serie de funciones converge puntualmente en ca-

da x ∈ R. Por otro lado |x|
n

n!
≤ |a|n

n!
para todo x ∈ [−a, a], como además

la serie numérica
∑∞

n=1
|a|n
n!

es convergente, la prueba M de Weierstrass

nos dice que la serie de funciones
∑∞

n=0
xn

n!
converge uniforme sobre

[−a, a].
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