AMPLIACION DE MATEMATICAS

LA FUNCION DE EULER.

Definicién 1. La funcion de Euler se define por
¢+ N\{0} — N\{0}
n — ¢n) = Card{lk e N\{0} : k<n y m.d.(k,n)=1}.

También a ¢ se la conoce como Totalizador o funcion Indicador.

Observacion 1. A:
o(n) = Card{lk] € Z, : m.cd.(k,n) =1}
= Card{[k] € Z,, : existe [k]"'}.
B: Sip es un nimero primo, entonces ¢(p) =p — 1.

C: La funcion de FEuler tiene aplicaciones en Critografia, co-

mo veremos al final del tema de Teoria de Grupos ( algoritmo
R.S.A.).

Los siguientes resultados permiten calcular la funcién de Euler.
Proposicién 1. Sip es primo, entonces ¢(p"™) = p™(1 — %)

Demostracion: Es claro que m.c.d.(k,p") = 1 si y solo si p t k.
Existen p"~! ndmeros entre 1 y p" que son divisibles por p, estos son:

1p,2p, 3p, ..., p" " 'p.

Por tanto ]
p(p") =p" —p" ' =p"(1 - }—))-

Proposicién 2. Sim.c.d.(n,m) =1, entonces p(nm) = ¢(n)p(m).

Demostracion: Al estudiar las operaciones "rapidas” vimos que la
aplicacion
T : Zpw — Dy XLy,

[@lom = T([f]nm) = ([z]n, [2]m)
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es una aplicacién biyectiva (gracias al Teorema Chino del Resto) y que
ademads verifica que T'(x +vy) =T(z) + T(y) y T(zy) = T(x)T(y).
De lo anterior se sigue que x € Z,,, tiene inverso si y solo si x € Z,

y T € Z, tienen inversos. Veamoslo.

» Sean [z]pm € Zpm ¥ [Y]nm su inverso. Entonces

(1,1) =T(1) = T(zy) = T(2)T(y) = ([z]n, [#]m) ([Yln, [Y]m])

por tanto 1= [2],[yln ¥ 1 = [2]m[y]im-

» Sea ([aln, [b]m) € Zy, X Zy, con inverso, lo cudl quiere decir por la
definicién de multiplicacién en Z, x Z,, que existen [a] ! € Z,
y [b],} € Z,,. Por ser T biyectiva existe un tinico = de modo
que T'(x) = ([a],, [b];m) y existe un tnico y de modo que T'(y) =

([l %, b)) Ahora es claro que 2,y € Zyy, y que y es el inverso

dez (T(xy)=T(x)T(y)=(1,1) = ay=1).
Con lo anterior se tiene que
¢(nm) = Card{k € Z,, : existe k '}
= Card{T(k) € Zn X Z, : existe T(k)~'}
= Card ({a € Z, : existe a'} x {b € Z,, : existe b™'})
= Card{a € Z, : existe a~'} x Card{b € Z,, : existe b~}
= ¢(n)¢(m)0)
El siguiente teorema nos dice como calcular la funcién de Euler en

general.

Teorema 1. Para todo n € N\{0}

donde p;, 1=0,1,2,...,k, son todos los primos que deviden a n.

Demostracion: Consideremos la descomposicién (tinica) de n como

producto de potencias de primos

71,72

— Tk
n=Dpi'Py....D) -
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Los factores de este producto son todos primos entre si, luego por los

resultados anteriores

p(n) = o(py'py-.-py")
o(P1")o(Py)- -0 (PiF)

=p'(1- p—l)p?(l - p—2)-- p(l——)
1 1 1
=n(l= (1= )l = =)0

Proposicién 3. Para todo n € N\{0} se verifica que

> o(d) =n.

din

Demostracion: Haremos la demostracion por induccién.

= Paran=1,3 ,, ¢(d) =¢(1) = 1.

' Paran =2, 4, 0(d) = 6(1) + 6(2) = 2.

= Paran = p, primo , >, &(d) = ¢(1) + ¢(p) =1+ (p— 1) =p.
= Para n = p", potencia de un primo,

D o(d) = 6(1) + ¢(p) + ¢(p*) + .. + S(")

dlp”
2 1 3 1 T 1 T
=1+(p—1)+p(1—1—9)+p(1—2—9)+---+p(1—§)=p

= Tomemos n y supongamos que la propiedad es cierta para todo
k < n. Existe un primo p que divide a n; tomamos el mayor
exponente r de modo que p"|n. Asi

n = p"k de modo que m.c.d.(p", k) = 1.
Asi

S o0 - 3 (Yot
djn dk \i=0

observemos que para d = 1 salen los divisores p’ de n. Y para

1 = 0 los divisores d exclusivos de k. Seguimos desarrollando la

férmula
Y s (z W‘)) S eld) = k=,
dlk i=0 dlk

donde en la pentltima igualdad hemos utilizado la hipdtesis de

induccién]
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Para nosotros la propiedad mas importante de la funcién de Euler es
la que sigue. Con ella podremos dar el algoritmo R.S.A., aunque atin no
estamos en condiciones de probarla. Necesitamos para ello la Teoria
de Grupos que veremos en el proximo tema. Entender este resultado
es uno de los motivos de estudiar la teoria de Grupo.

Teorema 2. (de Euler o Teorema Pequeno de Fermat ). Si

m.c.d.(a,n) =1, entonces

a®™ =1 méd n.

Demostracion: En 7Z, consideramos el subconjunto

Zy =AUl € Z, = 37"}
(Z:, x) es un grupo conmutativo, ya que todos sus elementos tienen
inversos. Observemos que el cardinal de (Z}, x) es prescisamente ¢(n).
Ademds si m.c.d.(n,a) = 1 se tiene que [a] € Z*. Ahora, a partir
de aqui es teoria de Grupos, el subgrupo ciclico generado por [a]
en (ZF, x) tendra un orden ko. Por el teorema de Lagrange, que vere-
mos mas adelante, ko divide al orden del grupo. Esto quiere decir que
ko|o(n). Por tanto
[a]f = [a*] =1 méd n,

como ¢(n) = kkg, se sigue que

2 = @], = (@), = [1),0

n

Ejemplo 1. Tenemos que calcular [22%]25

Observemos que m.c.d.(2,25) = 1y que ¢(5?) = 5*(1 — 1) = 20. Asf
[2%]05 = [2°4%] = [2]°[2]° = [8]as.

Ejemplo 2. Queremos conocer la iltima cifra del niimero 2333,

Este problema no es méas que determinar x € Z;y; de modo

9333 —

que x  mobd. 10. Como Zy es igual algebraicamente ha-

blando a Zsy X Zs, el problema anterior es equivalente a deternimar
([23%3],,[2333]5) € Zy x Zs. Ahora, como m.c.d.(2,5) = 1y ¢(5) =
5 —1 = 4, se tiene que 2°®) = 1 méd 5 (por el Teorema de Euler).

. 333 |4
Ademas 1 &3 bor tanto

([27%]2, [2%]5) = ([0)2, [27% x 2J5) = ([0]2, [2]5)-
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Luego la x que buscamos sera

=0 mod2

r=2 modd.
En este caso tan sencillo no hace falta usar el Teorema Chino del
Resto para resolver el sistema de congruencias. Se ve que x = 2 € Z.
Problema. Un profesor contento con sus alumnos les invité a comer
en un restaurante con tres estrellas Michellin. La cuenta ascendi6 a 274
euros. La cudl pagd con gusto el profesor usando billetes de cien euros.

No recogié el cambio. ; Cuanta propina dejo?
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