ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD.

Antes de comenzar veamos otra forma de escribir los ntimeros de un in-
tervalo cerrado.
Lema. 1.

[a,b] ={c€R : c=aa+ (1 —a)b, para algin «€[0,1]}

Sic=aa+ (1 —a)b, para a € [0, 1], decimos que ¢ es una combinacién
convexa de a y b.
Demostracién: Si ¢ = aa + (1 — a)b, entonces ¢ = b — a(b — a) < b. Por
otro lado c=a + (1 — a)(b—a) > a, luego ¢ € [a, b].

Por otro lado si ¢ € [a, b]

ceplat [1-o) b,
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FIGURA 1. c entre a y b.

entonces
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Es claro que 0 < bic <1y ademas
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Con la nocién de combinacién convexa es mas facil entender los conceptos

de convexidad y concavidad de una funcién.
1



2 C. RUIZ

Definicién. 1. Sea f : [a,b] — R una funcion. Se dice que la funcion es

convexa en [a,b] si para todo x,y € [a,b] con x <y se tiene que

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y)

para todo « € [0, 1].

Observemos que

af (&) +(1- ) (y) = alf(@)~ f) + 1) = L= TW)

r—y

(a(r—y))+ f(y)

— LT a4 (1 - )] — ) + 1) = vl + (1= )

donde r es la recta que une los puntos (z, f(x)) v (y, f(y)).

L I 1
a  cCigat(i-hb h

F1GURA 2. Funcién convexa.

Observacion. 1. Un funcion f : [a,b] — R es conveza si y solo si su grdfica
en el intervalo x,y| queda por debajo de la recta que une los puntos (x, f(z))

y (v, f(y)), para todo z,y € [a,b] con x < y.

Definicién. 2. Sea f : [a,b] — R una funcion. Se dice que la funcion es

concava en [a,b] si para todo x,y € [a,b] con x <y se tiene que

flaz+ (1 —a)y) > af(z)+ (1 —a)f(y)

para todo o € [0, 1].

Obsevemos que

0f (@) +(1-a) ) = a(f () - F(w) + S ) = T —IW

Ty (a(z—y))+ f(y)

= L= g 41— g =) + 1) = vl + (1= ),

donde 7 es la recta que une los puntos (z, f(x)) v (y, f(v)).
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FiGurA 3. Funcién concava.

Observacion. 2. Un funcion f : [a,b] — R es concava si y solo si su

grafica en el intervalo [x,y] queda por encima de la recta que une los puntos

(z, f(z)) v (y, f(y)), para todo x,y € [a,b] con z < y.

Otra forma de caracterizar la convexidad y concavidad es a través de los
crecimientos de las pendientes de la cuerdas que unen puntos de la grafica

de la funcién. En concreto.

Proposicién. 1. Sea f : I C R — R una funcidn sobre un intervalo o
semirecta 1.
A): Son equivalentes:
s f es convexa en I;

» Para todo a,z,b € I con a < x < b se tiene que

fz) = fla) _ f(b) = fla)

T —a - b—a

o equivalentemente

f(0) = f(z)

b—=x b—a

B): Son equivalentes:
= f es concava en I;

s Para todo a,z,b € I con a < x < b se tiene que

fz) = fla)  f(b) = fla)
T —a - b—a
o0 equivalentemente
f) = fz) _ f(b) = f(a)
b—x - b—a

Demostraciéon: Veamos A) el resto queda como ejercicio. Para a < z < b,
por ser f convexa el valor f(z) queda por debajo del valor correspondiente
de la recta que une (a, f(a)) y (b, f(b)). Asi

flay < TOZT@ o) 4 p(a),
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Reordenando esta desigualdad, dado que z —a > 0

f@) = fla) _ f(b) — f(a)

T —a - b—a

El reciproco es evidente.

FiGURA 4. Funcién convexa.

Obervemos que la recta r que une (a, f(a)) v (b, f(b)) se puede escribir

de dos modos

o) = L o)+ 0) =

de aqui si f es convexa

FOZT )+ s)

flay < O gy ),

Reordenando esta desigualdad, dado que x — b < 0
F(0) = f(x) _ )~ f(a)
b—x —  b—a

El reciproco es evidente. [

Como en el caso del crecimiento, una funcién puede ser concava en par-
te de su dominio y convexa en la otra parte. Segiin vamos aver, la forma
de descubrir la convexidad de la funcién es mirar el signo de su derivada

segunda, siempre que ésta exista.

Proposicion. 2. Sea f : I C R — R una funcion sobre un intervalo o

semirecta I.

A): Si f es convexa y derivable en I, entonces f' es una funcion cre-
ctente en I.
B): Si f es concava y derivable en I, entonces f' es una funcidén de-

creciente en 1.

Demostracién: Veamos A). Sea a € I y consideramos a < a+ h; < a+ ha.
Usando la Proposicién anterior para f convexa y a = a, t = a+ hy y
b = a + ho, tenemos que

fla+h1) — f(a) <f(a—|—h2)—f(a)
hy - ho '
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Es decir, las pendientes w decrecen cuando h > 0 decrece a cero.
Asi como f es derivable en a y por definiciéon de derivada, tenemos

fla) = f'(a*) = Tim L2FM=Fl@) f(aJrh,?L_f(a),

h—0+ h -

> ik, afly

F1GurA 5. Funcién convexa.

Por otro lado, para b+ he < b+ h; < b, la Proposicién anterior nos dice

que

f) = fb+ha) _ f(b) = f(b+ M)
—hg —hq

IN

o lo que es lo mismo
fb+he) = f(b) _ f(b+h1)— f(b)
hg hl '

Es decir, las pendientes w crecen cuando h < 0 crece a cero. Asf

IN

como f es derivable en b y por definicién de derivada, tenemos

o fbh) = F() _ fb+h) — )
76 = £/07) = tim 22 > bV}

Ahora dados a,b € I, con a < b, se tiene que

J:-_ -F--’.-‘..-'.- I..
BT ) e
o 5

g L Ut e (R ((ECRD) B3 (U

Lo que prueba que f’ es creciente O

Corolario. 1. Sea f: I CR — R una funcion sobre un intervalo o semi-

recta I de modo que existe f".
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a): Si f es convera, entonces [ > 0.

b: Si f es concava, entonces " < 0.

Demostracién: a) Claro, si f es convexa y derivable, la Proposicién ante-

rior nos dice que f’ es creciente, por tanto su derivada f” es positiva [
Para ver el reciproco de la tltima Proposicién necesitamos el siguiente

Lema, el cudl obviamente tiene una versién andloga para funciones con f’

decreciente.

Lema. 2. Sea f: I CR — R una funcion sobre un intervalo o semirecta
I, derivable y con f" creciente. Entonces si a,b € I con f(a) = f(b) se tiene
que

f(z) < f(a) para todo x € [a,b].

Demostracion:

*\; o /i

FIGURA 7. Func10n con f creciente.

Supongamos que existe un = € (a,b) con f(x) > f(a). Por el Teorema de
Rolle existe zg € (a,b) mdximo de f y por tanto con f’'(z) = 0. Ahora por

el Teoream del Valor Medio, existe x1 € (a,xo) de modo que

f/(xl) _ f(z0) — f(a)

1 —a
lo que contradice que f’ sea creciente [

> 0;

Proposicion. 3. Sea f : I C R — R una funcion sobre un intervalo o

semirecta I con f derivable.

A): Si f' es creciente, entonces f es conveza.

B): Si f" es decreciente, entonces f es cdncava.

Demostracién: Veamos A). Fijamos a,b € I, con a < b. Para x € (a,b)

consideramos la funcién

o(@) = @)~ OO o) fa)

(b) f( )

Se tiene que ¢'(z) = f'(x) — , por tanto ¢’ es creciente. Ademads

g(a) = g(b) = 0.
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Asi por el Lema anterior g(z) < 0 para todo x € (a,b), es decir

f(0) = f(a)

fz) < (z —a) + f(a);
la funcién queda por debajo de la cuerda que une (a, f(a)) y (b,f(b)). Luego
f es convexa [

Todo lo anterior se resume en el siguiente Teorema.

Teorema. 1. Sea f : I CR — R una funcion sobre un intervalo o semirecta

I con f derivable.

A): = f es convexa en I siy solo si f' es creciente.
» Si existe " y f” >0 en I, entonces [ es convexa en I.
b: = f es concava en I siy solo si ' es decreciente.

w Siexiste " y [ <0 en I, entonces f es céncava en I.

Demostracién: A) El siguiente dibujo nos debe convencer de que la con-

vexidad es equivalente al crecimiento de la derivada.

FIGURA 8. Demostracion sin palabras.

La prueba formal es un poco mas engorrosa como acabamos de ver.
Ahora si existe la derivada segunda f” y es positiva, entonces la funcién
derivada f’ es creciente y por lo anterior la funcién es convexa.

El apartado B) es andlogo al anterior [

Ejemplo. 1. Sea f(x) = 22. Asi f'(x) = 2x. Luego la funcion decrece en
(—00,0) y crece en (0,00). Ademds f"(x) = 2 > 0, luego la funcion es

convexa en toda la recta.
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F1GURrA 9. Funcién convexa.

2
Ejemplo. 2. Sea f(z) = \/b?(1 — %), donde z € [0,a]. Esta funcion es

decreciente y concava.

Demostracién: Derivando
2xb>

~1
fl(x) = :
( 2,/62(1 - &) a?

Esta derivada es negativa si z € (0,a) y por tanto la funcién decrece. Obse-

vemos que f'(0) =0y que lim,_,,- f'(x) = —o0.

Volviendo a derivar

2 3

_ﬁ 2 * 2(h2 x 5
21— %) a0l - )

que es negativo si x € (0,a). Por tanto la funcién es céncava [

_

i

% o

FiGuraA 10. Funcién concava.

x € [0,7]. Se toman xp,a,b € [0, 7],
£(b) - Fla)
a

Ejercicio. 1. Sea f(x) = senzx para
con w9 < a < b. Prueba que f'(xg) > I))

Demostracién: La funcién f(x) = senx > 0 para z € [0,7]. Ademds es

una funcién céncava ya que f'(z) =cosz y f”(x) = —senz < 0.
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F1GURA 11. Funcién seno.

f(b
1 f(a) es la pendiente de la recta que pasa por los puntos (a, f(a))

) —
b—a
or el Teorema del Valor Medio existe un ¢ € (a,b) de modo que

y (b.1(). p
A (UL (0)

—a

I
[
i
FiGcurA 12. Teorema del Valor Medio.

Como la funcién es concava su derivada es una funcién decreciente y por

tanto como zgp < a < ¢ < b se tiene que

f'(xo) = f'(c) =

REFERENCIAS

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, FACULTAD DE MATEMATICAS, UNIVER-
SIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
E-mail address: Cesar_Ruiz@mat.ucm.es



