ANALISIS MATEMATICO BASICO.

PUNTOS CRITICOS.

El signo de la derivada y de la derivada segunda de una funcién nos da
informacién de la misma. También lo hacen los puntos donde estas derivadas

se anulan.

Definicion. 1. Sea f: R — R una funcion derivable.

a: Se dice que un punto xg € Domf es un punto critico de [ si
f,(SCo) =0.
b: Dado un punto xo € Domf se dice que es un punto de inflexion

de f si existe 6 > 0 de modo que

f es convexa en  (xg — 0, x0)

[ es concava en  (xg, o+ 9)

o diceversa.

Observacion. 1. = Los puntos criticos de una funcion son candidatos
a maximos o minimos relativos de la funcion, y por tanto puntos
donde puede cambiar el crecimiento de la funcion.

» Los candidatos a puntos de inflexion son los puntos criticos de la

funcidn derivada (es decir, si existe ", los puntos xo para los cudles

f"(x0) = 0).

Teorema. 1. Sea una funcion f : [a,b] — R continua en [a, b] y supongamos
que existe f en (a,b).
a: = Sea xp € (a,b) con f'(x0) =0y f"(x0) > 0, entonces xy es un
minimo local.
» Sea o € (a,b) con f'(z0) =0y f"(x0) < 0, entonces xy es un
mdzimo local.

b: Sea xo € (a,b) un punto de inflexidn de f, entonces f"(xo) = 0.
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Demostracién: a) El signo de la derivada segunda hace referencia a la
forma de la grafica y de ella podemos deducir si el punto critico zg es un

maximo o un minimo.
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FIGURA 1. Demostracion sin palabras.

La demostracién rigurosa la veremos en el Tema de Aproximacion Po-
linémica.

Ahora si pedimos un poco més, que exista f” y que sea continua, entonces
en el caso de que f”(xg) > 0, se sigue que f” > 0 en un entorno de xg,
pongamos (z9—0d, xg+0). Alli f/ es creciente y por tanto para x1 € (z¢g—0d, x¢)

y x2 € (xg, o + J) se tiene que

f(@1) < f(w0) = 0 < f(22).

Luego f es decreciente en (xg — 0, xg) y creciente en (xg,xo + 0). Asi xg es
un minimo local.

b) f’ es continua ya que existe f”.

Si f es convexa en (zg—d,x0), entonces f’ es creciente y como es continua
sup{f'(z) : z € (xg—0,20)} = f'(x0).

Si f es concava en (zg,xo + 0), entonces f' es decreciente y como es
continua sup{f’(z) : = € (zg,z0+ )} = f'(x0)

Asi f" tiene un maximo local en xp; como existe f”(z() necesariamente
" (zo) = 0.

El argumento es el mismo si f es céncava en (xg — d,x0) y convexa en

(zo, 20+ 0)



APUNTES MMI 3

i

o #I rLMVEH'F*
— fayu

= =
f om0V A
+x) s o

FI1GURA 2. Punto de inflexién.

O
El Teorema anterior es 1til para localizar puntos de inflexion. La derivada
segunda no es muy determinante sin embargo para determinar en la practica

los extremos locales. Es més rapido y fcil determinar el signo de f’.
Ejemplo. 1. Consideramos la funcién f(z) = x3. ;Qué ocurre en x =07

Demostracién: f/(z) = 322. Luego en = 0 tenemos un punto critico.
Como f' > 0, la funcién siempre crece, luego x = 0 no es ni un maximo ni
un minimo. Ademds f”(z) = 6z. Asi f”(z) < 0si z < 0y por tanto f es
céncava en (—oo,0). Como f”(z) > 0 si x > 0, por tanto f es convexa en
(0, 00).
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FiGURA 3. z = 0 punto de inflexién.

O
Ejemplo. 2. Consideramos la funcién f(z) = x*. ;Qué ocurre en x =07

Demostracién: f/(z) = 423, asi f' <0siz <0y f > 0siz > 0. Luego f
decrece en (—00,0) y crece en (0,00). Luego en el punto critico z = 0 solo
puede haber un minimo.

Por otro lado f”(z) = 1222 > 0, luego la funcién es convexa en toda
la recta. En el punto z = 0, aunque f”(0) = 0 no tenemos un punto de

inflexion.
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FIGUra 4. f”(0) = 0, pero no es un punto de inflexién.
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