ANALISIS MATEMATICO BASICO.

APLICACIONES.

Integrales Impropias y Series En primer lugar daremos un criterio de

convergencia de series que tenemos pendiente desde que las estudiamos.

Teorema. 1. (Criterio de la Integral.) Sea f : (0,00) — R una funcion

positiva (f > 0), decreciente y con

/OOO f(z)dz < oo.

Entonces la serie Y - | f(n) es convergente.

Demostracién: Como la funcién f es decreciente, recordando la definicion

de integral, tenemos que

N N 0o
nz::lf(n) < /0 f(x)dx < /0 f(x)dx < oc.

Asi las sumas parciales de la serie, que son crecientes por ser una serie de

términos positivos, estan acotadas y por tanto la serie converge.
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FiGuraA 1. Demostracién sin palabras.

0

Fl siguiente resultado nos quedo pendiente al estudiar series.
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1
Ejemplo. 1. Z > con p > 1, es convergente.

n=1
1
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Demostracién: Sea la funcién f(z) =1siz € [0,1] y f(z) = & siz > 1.

Esta funcién cumple la hipotesis del Teorema ya que

[ s@ae= [s@as [T Laro1e i o1s
x)dr = z)dx + —dr =1+ =14+ —-.
0 0 1 P 1-p" p—1

[o.¢] o
1
Luego la serie E 1 = g 1 f(n) es convergente [J
n= n=

o] 1

Ejemplo. 2. Veamos el cardcter de la serie y >~ , PTYOLR

Demostracién: La funcién f(x) = m es claramente decreciente para

todo z > 1. Ademés

& 1 —1 1
[ e = =
5 z(Inz)? Inx In2

Luego ya es facil convencerse de que la serie es convergente [

Observacién. 1. La idea de la prueba anterior, invirtiendo los papeles de
series e integrales, nos permite dar un criterio de convergencia de integrales

si conocemos como se comporta la serie Yy~ | f(n).

Integrales Impropias y Estadistica.

Los siguientes conceptos son esenciales en Estadistica.

[o.¢]
Definicién. 1. Una funcion f : R — R positiva (f > 0) y tal que/ f(z)dz =
1 se lama funcién de densidad. -

F1GUuRrA 2. Funcién de densidad.

Definicion. 2. Dada una funcion de densidad f a la funcion

F(x) = /; f(s)ds

se le llama funcion de distribucion de probabilidad con densidad f.
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FicurA 3. Funcién de distribucién.

Observacion. 2. Uno de los problemas mds importantes de la Estadistica

es €l de asignar una funcion de distribucion a un fendmeno aleatorio.

Ante un fenémeno aleatorio, la hora de llegada de un autobus a una
parada (no serd exacta por el tréfico, el tiempo, el nimero de pasajeros que
suben y bajan...etc), nos gustaria contar con una funcién de distribucién F

de modo que

b
F(b) — F(a) = / f(s)ds
nos de la probabilidad de que el fenémeno ocurrar en el intervalo [a, b] (que

el autobis llegue en ese rango de tiempo).

T
Definicién. 3. Dada F(z) = / f(s)ds una funcion de distribucion se
llama -

= media de la distribucion a

» varianza de la distribucion a
[o.¢]
(0 = [l - B f)de.
—00
Entender el significado de estas expresiones integrales requiere de un curso

mas avanzado de Célculo Integral que estd fuera de nuestras posibilidades.

1
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Ejemplo. 3. Veamos que f(z) = 357 s una funcion de densi-

dad.

0
.2 _ 2 ﬁ
Demostracion: Usaremos que (& v dZL‘ = 7, aunque para probarlo Se

0
requiere de un curso mas avanzado de Célculo Integral que estd fuera de
nuestras posibilidades. Asi lo que tenemos que ver es que

/OO . -2 (7l gy =1

oo V21T
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/°° Lty
oo V2T

el cambio de variable ¢ = % con dt =

Vedmoslo.

\/i , donde ademés los limites de

integraciéon no cambian, nos da

i ek

donde hemos utilizado que la funcién e~  es par [

Ejemplo. 4. Si F es la funcion de distribucion de la funcion de densidad

f del ejemplo anterior, entonces E(F) = p.

Demostracion: Usando la definicién de arriba

E(F) :/ \/%Te[_% = dy

haciendo el cambio de variable ¢ = % y asf . = 27t 4 p

— / me—ﬁdt _ Ve te P dt + / Pt =
o VT NV~ oof

ya que la segunda integral vale 1 y la primera vale cero por ser la funcién

te=t* impar [

Definicion. 4. A la funcion de distribucion

Fla)= [ o450

2rT

se le llama distribucién normal de media j = E(F) y varianza 7% =

72(F) (comprobar).

Observacion. 3. Muchos procesos aleatorios se ajustan (es decir se les
asigna ) por una distribucion de probabilidad normal. Se calculan v y 72 la
media y varianza muestrales (es decir se toman datos y se calcula la media
y varianza como ensenan en el cole) del proceso en cuestion y se ajusta su

probabilidad por

F(@:/ L3052 g

2rT

Se puede probar que si un proceso viene dado por una distribucién normal

2

de media p y varianza 7, entonces hay al menos un 95 % de probabilidad

de que el fenémeno ocurra en el intervalo [p — 37, 1 + 37].
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FiGURA 4. Probabilidad y desviacion de la media.

Definicién. 5. Para cada x > 0 se define la funcion Gamma de Euler

por

F(ac):/ e 't*1at.
0

Veamos propiedades de la funcién Gamma de Euler.

1. Esta bien definida. Demostracién:

') 1 ')
/ e ldr = / et + / e at
0 0 1

—ttCC—].

Ahora si z > 1 se tiene fol e~ 't"1dt < oo ya que e es continua.

Si z € (0,1), entonces como 1/e < et <1

1 _—t 1
1
/ ° it < / —dt < 0.
tlfac tlfz
0 0

Nos acupamos ahora de la segunda integral. Fijado x > 0 tomamos

n € Nde modo que z — 1 < ny asi

o0 o0
/ e T4t < / et dt
1 1

aplicando la Regla de Integraciéon por Partes

(0.9] 1 [e.o]
= —e U0 + n/ et ldt = =~ + n/ e " lat
1 € 1

aplicando n — 1-veces més La Regla de Integracion por Partes

11 1 o
- +n—+n-1)-+..+n! e 'dt < oo
e e e 1

(]
2. I'(x + 1) = 2I'(z). Demostracién:

o0
[(z+1) :/ ettt
0
aplicando la Regla de Integracion por Partes

o0
= —e M50 + 1‘/ e 't = 0 4 2T(z)
0
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3. T'(1) = / e tdt = —e7!|5° = 1 De lo que se deduce que
0

I'(n)=(n—-1)I'n-1)=(n—1)(n—2)T'(n—-2)=....= (n—=1IT'(1) = (n—1)!
4. F(%) = 2/0 e du (Ejercicio).

Definicion. 6. Se define la funcion

ﬁaxa—le—ﬁz

f(x,a,ﬁ):{ T o st r>0

0, st 0 <.
La funcion
F)= [ ftt.a,p)

es la funcion de distribucion Gamma de pardmetros a y .
Sia=45ypB= % a F se le llama x? (ji-cuadrado) con n-grados de

libertad.

Observacién. 4. La funcién x? (ji-cuadrado) es muy itil en inferencia

estadistica.

La Transformada de Laplace. Dada una funcién f : (0,00) — R la vamos

a transformar en otra funcién con propiedades interesantes.

Definicién. 7. Dada una funcion f : (0,00) — R se define su transfor-

mada de Laplace por la funcion

Lf(s) = /0 f(x)e **dx
con

DomLf ={s € (0,00) : la integral impropia Lf(s) exista}.
Ejemplo. 5. Si f(x) = x vamos a calcular su transformada de Laplace.

Demostracion: .
Lf(s) = / xe *dx
0

integrando por Partes

-1 1 [ 1 [
xe_sxlgo—i—/ e dr = / e *dx
S S Jo S Jo

1 oo _ 1

T2 s2
O
La propiedad més importante de la Transformada de Laplace es la si-

guiente.



APUNTES MMI 7

Proposicién. 1. Si f : (0,00) — R es una funcion derivable ylim, oo e 5% f(x) =

0 para todo s > 0, entonces
Lf'(s) = sLf(s) — f(0)

Demostracion: -
Lf'(s) = / f'(z)e **dx
0

integrando por partes

= f@e s [ f@pe s

T—r00

= lim e ¥ f(z) — f(0) — 8/000 f(z)e **dx = sLf(s) — f(0)
U

Observacioén. 5. Los problemas de circuitos eléctricos tienen una expresion
matemdtica en términos de ecuaciones diferenciales lineales (lo cudl se
ve en cursos superiores). Usando la Transformada de Laplace las ecuaciones
diferenciales lineales se transforman en ecuaciones algebraicas lineales que

se resuelven como se ensenia en un curso de Algebra Lineal.
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