ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA FUNCIONES NO
POSITIVAS.

Como en el caso de las series, existen funciones que en valor absoluto
tienen integrales impropias no convergentes; sin embargo la integral impropia
de la funcién existe. Ya hemos visto algin ejemplo y alguno més veremos
a continuacién. Es por esto que necesitamos Criterios de Convergencia

para Funciones No Positivas.

Teorema. 1. (Criterio de las Series) Sea f : [a,b) - R conb € R o

bien b = co. Entonces:

A): La integral ff f(t)dt es convergente si y solo si para toda sucesion

(Tn) = n—ooo b la serie

o0

> /x jnﬂ f(t)dt

n=1

es convergente.
B): Si f es positiva, entonces la integral f: f(t)dt es convergente si y

solo si para toda sucesion creciente () Th—oo b la serie

oo

Z/%H f(t)dt < .

n=17%n

Demostracién: A) Sea F(z) = [ f(t)dt, € [a,b). F es continua. Por

tanto )
/ f(t)dt existe & existe lim F(x);
a b~
este limite existe si y solo si para toda sucesion (z,) —n—00 b existe (y son

iguales) el limite
lim F(x,).

n—o0
Ahora, tomando xg = a,
-1
=0

n
j=0 "%

Flan) = [ (0t =
1
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Asi, son equivalentes
» existe fabf(t)dt
» existe limy, o0 F'(2p);
= la serie 377 sz]+1 ft)ydt = f f(t)dt es convergente.

B) Es un caso particular del anterior. Ejercicio O

senx

Ejemplo. 1. La integral fﬂoo |22 |dx no es convergente. La funcion no

es absolutamente integrable en [r,00). Después veremos que si es mtegmble.

Demostracién: La funcién f(z) = [*2¥] es positiva.
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Ademds, como f’(z) = J5(—a?senz — 2xcosx + 2senz) < 0 si x €

[2km, 2km + 5] k=1,2,3....., f es concava en tales intervalos (asf la grafica de

la funcién queda por encima de la cuerda).
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Por tanto se tiene que

/ f dt Z /k7r+7r

zmty ™ 1 1
Z 22 S3mrTe
25 j=1 J 2
La dltima serie es dlvergente ( es comparable a la serie armoénica), por lo

tanto la integral no converge [

Para dar el siguiente criterio necesitamos un lema previo.
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Lema. 1. Sean f,g : [a,b] — R con b € R, funciones de modo que f es
integrable (Riemann) en [a,b], g positiva y decreciente y tales que fg es

integrable (Riemann) en [a,b]. Entonces eziste ¢ € [a,b] de modo que

/ £(t) g(a)/a’f(t dt

Dejamos la prueba para el final del articulo.

Teorema. 2. (Criterio de Dirichlet) Sean f,g: [a,b) > R conb € R o

bien b = oo, funciones de modo que:

» existe M > 0 para el cudl

I/mﬂﬂﬁhsM

para todo = € [a b);
 eziste [ f(t)g(t)dt para todo x € [a,b);

= g es una funczon mondtona y lim;_p g(t) = 0.

Entonces existe la integral itmpropia

b
/"ﬂwmwa

Demostraciéon: Vamos a usar el Criterio de Cauchy junto al Lema anterior.

En primer lugar, para x1,z2 € [a,b) se tiene que

I/: f(t)dt| = I/j1 f(t)dt—i—/ljz f(t)dt — /axl f(t)dt| <
[ s+ [ rar <2

Supondremos que g es decreciente y por tanto positiva. En otro caso
tomamos —g y probamos que existe la integral impropia de f(—g) y asi

también la de fg.

€

Dado € > 0 existe un ¢ de modo si zo < x < b, entonces |g(z)| < 5757

Por otro lado, para

$0<.7}1<33‘2<b

r/ F(t)g(t)dt] =

aplicando el lema para algin ¢ € [z, z2]
C C €
o) | Fe)at| = lgtar]| [ oy < 520 =
- - 2M

Ahora el Criterio de Cauchy nos dice que existe la integral impropia f; f(t)g(t)dt
O
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Ejemplo. 2. Exziste la integral impropia [~ %22 dy.

Demostracién: Por un lado sen x es continua y por tanto existe la integral
de la funcién en [r, s] para todo s > m. Ademés si s € 2K, 2(K + 1)7] se
sigue que

s s 2Kn+4m 3m+m
\/ senzdr| = |/ senzdz| < | senzdr| = |/ sen zdz|.
T 2K 2K 2m

Adema3s la funcién % es decreciente y limz%ooi = 0. Ahora el Criterio de

o0
sen x
/ dx
- z

Teorema. 3. (Criterio de Abel) Sean f,g: [a,b) = R con b € R o bien

b = 0o, funciones que verifican que

Dirichlet nos dice que

existe O

= existe la integral impropia f; f(t)dt;
= cxiste [ f(t)g(t)dt para todo x € [a,b);

= g es mondtona y acotada.

Entonces existe la integral itmpropia
b
| s
a

Demostracién: Puesto que existe lfm,_,,~ [* f(t)dt, existe M > 0 de modo

que
| / f(t)di] < M

para todo z € [a,b).

Por otro lado, por ser g monétona y acotada, existe

lim g(t) =1

t—b—
Sea h(t) = g(t) — . Es monétona y lim; ,,— h(t) = 0. Por el Criterio de

Dirichlet existe
i [ sonoae =i ([ g1 [ o).

Puesto que existe el primer limite y la funcién f tiene integral impropia se

sigue que existe

b
/ fWgtydt O
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Observacién. 1. FEl producto de una funcion integrable Riemann con una
funcion mondtona siempre es integrable (ver Apéndice Criterio de Integra-
bilidad de Lebesgue). Por ello, en los tres ultimos resultados prodriamos

prencindir de la hipdtesis de que exista [ f(t)g(t)dt para todo x € [a,b).

Demostracién: (del Lema) Puesto que f es integrable, la funcién

_ / " far

es continua en [a,b]. Por tanto F' alcanza su minimo y su maximo en el

intervalo [a, b]. Sean

r de modo que F(r)y=m=min{F(z) : = € [a,b]}

s de modo que F(s) = M =méx{F(x) : = € [a,b] }.

Vamos a probar que

m</ f)g(t)dt < gla)M ().

Visto esto, por el Teorema de Bolzano, existe ¢ € [a,b] de modo que

g(a)F /fdt/f

Para probar (x) procederemos en tres pasos.
Primero. Sea P = {zg =a < 21 < .... < z, = a} € P([a,b]) una particién

del intevalo [a, b]. Definimos

P)= Y gwin) [ St =Y glaia)(Flw) — Flai) =
i=1 Ti—1 i=1

—g(z0) F(0) + (g(z0) — g(x1) ) F(21) + (g(21) — g(22) ) F(22) + ...

o+ (9(@n—2) = g(xn-1) ) F(2n-1) + g(wn-1)F(n).
Ahora, como
» F(zo) = F(a) =0,
= g es positiva, luego g(z,—1) > 0,
» g es creciente, luego (g(z;—1) — g(x;) > 0 paratodoi=1,2,....,n—1,
» ym < F(x) < M para todo = € [a, m],

se sigue que (sustituyendo F'(z;) por m o M, se cancelan términos)

mg(a) < p(P) < Mg(a).
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Segundo. Si mg(a f f(t)g(t)dt o Mg(a f f(#)g(t)dt, no hay nada
més que probar. Supongamos que

min{ [mg(a) /f ()dt], |Mg(a /f (#)dt] }>0.

Vamos a probar que para todo € > 0 existe una particién P € P([a,b]) de

modo que
|/f Dt — p(P)| < e.
Claro, por ser f integrable, f estd acotada. Sea K > 0 con
lf(t) < K para todo t € la,b].
Dado € > 0 existe una particién
P={zxpg=a<z <...<zyp=a} € P(a,b)]),

de modo que

€

K(g(a) = g(b))

Para esta P tenemos que

!/f ()t — p(P)| =

T

S rwgwd =S ate) [ Ftd] <
;/x__l g Zg 1 /

LTi—1

Z|/ ft) —g(xi—1) )dt| <
> [ Wl — gt <
i=1 7 %i-1

por ser g decreciente y f acotada

Ti—xi—1 < para todo 1=1,2,...,n.

" K (glai) — glen) )t <

i=1 v %i-1

2K Ry =gy ) o) =<

Tercero. Para terminar, y probar (x), no puede ocurrir que

/f tydt =6 >0

/f (t)dt — Mg(a) =6 > 0,

o que
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ya que para € = §/2 existiria P particién con

[ 0ot —p(p)i < 072,
lo cudl no es compatible Zon
mg(a) < p(P) < Mg(a) O
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