ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

Para calcular integrales impropias, usando la definicion de las mismas,
primero calculamos una integral de Riemann (calculamos una primitiva y
después usamos la Regla de Barrow) y por iltimo calculamos un limite.
Ahora bien, no siempre se puede calcular una primitiva de una funcién. Por
ejmplo, la funcién

fla)=e"

no admite una primitiva en términos elementales. Sin embargo la integral

o0 2
/ e ¥dx
—0oQ

es una integral muy importante (en Estadistica; ver el articulo de Aplica-
ciones).

Como en el caso de la Series, tenemos recursos para decidir si una in-
tegral impropia existe o no, sin necesidad de calcularla. Para ello tenemos
los criterios de convergencia. Como en el caso de series, los veremos pa-
ra funciones positivas. Ademas solo los vamos a enunciar para el extremo
derecho del dominio; para la parte izquierda se tiene resultados del todo
analogos.

Un criterio tedrico y muy general es el siguiente.

Teorema. 1. (Criterio de Cauchy.) Sea la integral impropia fab f(t)dt =
lmg - [7 f(t)dt.
A): Sib € R, la integral es convergente si y solo si para todo € > 0

existe § > 0 de modo que si x1,x2 € (b— J,b) entonces

\/mfumﬂ<6

B): Si b = oo, la integral es convergente si y solo si para todo € > 0

existe M > 0 de modo que si x1,x2 > M entonces

\/mf@mﬂ<a
1
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Demostracién: Dejamos B) como ejercicio.
A) Sea | = lim, ;- [7 f(t)dt. Por definicién de limite, para todo € > 0
existe § > 0 de modo que si @ € (b— 4,b) se tiene que |l — [T f(t)dt| < §

Luego, si x1,z9 € (b—4d,b) , entonces

!/ flt dt\—\/f dt+/ ft)dt] =
|l—/jl f(t)dt—z+[2 F(t)dt] < z—/jl F(t)dt]+] / Foydt—t) < S5 =

En el otro sentido, sea (z,,), T b. Si se cumple la condicién,lo que tenemos

es que la sucesién ([ f(t)dt), es de Cauchy y existe

Tn

Ifm Ft)dt =

n—o0 a

Ahora, para todo € > 0 tomemos el 6 > 0 de la hipdtesis y tomemos s >
€ (b—6,b) de modo que

entonces

= [ swar <pi- [T o+ [ sode- [ -
- [T roal < [ wal<e o

Definicién. 1. Sea f : [a,b) — R. Se dice que la integral impropia ff f(t)dt

es absolutamente convergente siempre y cuando la integral impropia

b
/ or

Como en el caso de las series, las integrales absolutamente convergentes

es convergente.

son a su vez convergentes. Lo que nos indica que los criterios para funciones

positivas son doblemente ttiles.

Proposicién. 1. Sea f : [a,b) — R de modo que la integral impropia
f; f(t)dt es absolutamente convergente, entonces integral impropia f; f(t)dt

es convergente.
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Demostracion: Es una sencilla aplicacién del Criterio de Cauchy, ya que

la integral del valor absoluto f; | f(t)|dt lo verifica y

| / Cf(t)dt] < / 1F0ld < e,

por tanto la integral también o verifica [
Sigamos ahora con unos pocos criterios de convergencia para funciones

positivas.

Proposicién. 2. (Criterio de Comparacion.) Sean f,g : (a,b) — R,
con a,b €R 0a=—00 0b=o00, dos funciones positivas (f,g > 0) para las

que se verifica que
f(z) <g(x) para todo =z € (a,b),
entonces

b
a: si existe / g(x)dx también existe la de la funcion f y
a

/b f(z)dz < /bg(az)dq:;

b: si no existe / f(x)dx tampoco existe la integral de g.

Demostracién: Como f(z) < g(x) para todo = € (a,b), entonces

/f S/ x)dxr para todo s € (a,b)

y por tanto
S

lim f(x)dx < lim g(x)dz

s—=b~ Ja s—b~
O
o0 2
Ejemplo. 1. ngwerge/ e Vdx?
—00
Demostracién: f(z) = e~ = e~ (-2)* = = f(—x) es una funcién par, por

tanto es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Figura 1. Campana de Gauss.
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Como en el caso de / eIl dy (vista en el articulo anterior) tenemos que
—00

o0 2 oo 2
/ e Vdr = 2/ e T dx.
—00 0

Ahora es facil convencerse que
—IEQ —X
e <e para todo x= > 1,

y asi

[e’e) 5 1 5 00 5 1 ) fe’e)
/ e Udx :/ e ” d:n+/ e Tdx < / e’ +/ e *dx < oo.
0 0 1 0 1

Luego nuestra integral es convergente [

2
Ejemplo. 2. Tenemos que determinar si existe —dz.
1 Inx

Demostracion: El problema lo tenemos en x = 1 ya que alli el logaritmo

se anula. Si recordamos la grafica del logaritmo,

Ruweg ¥

| - wn

Ficura 2. Grafica del logaritmo.

vemos que la recta tangente a su grafica por el punto (1,0) es la recta

y =z — 1. Como el logaritmo es una funcién concava tenemos que
Inx <x—1 paratodo x>1

y por tanto

1 1
< — paratodo x> 1.
r—1 Inzx

Luego para todo r € (1,2]
2 2
1 1
/ dx </ —dzx.
, T—1 , Inzx

21 21
/ dx = lim 1dx = lim In(z—1)> = lim In1-In(r—1) = cc.
1

r—1 r—1t ), T — r—1+ r—1+

Ahora
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Luego nuestra integral que seria mas grande tampoco converge.
O

Proposicién. 3. (Criterio de Comparacion por Cociente.) Sean f, g :
[a,b) — R, con a,b € R 0 a = —00 0 b = oo, dos funciones positivas

(f,g > 0) para las que se verifica que

lim ——= =1, con [=0,1>0061=o00.
Entonces

b
A): paral >0 la mtegml/ f(x)dx existe si y solo si existe la integral
a

/a ' g(z)dz.

b
B): Paral =0, que la integral / g(z)dzx exista implica que la integral
a

b
/ f(z)dz existe.

b
C): Paral =00, quela mtegml/ g(x)dx mo exista implica que tam-
a

b
poco ezista la integral / f(x)dx.
a

Demostracién: Dejamos B) y C) como ejercicios.

f(x)

l

A) De la definicién de limite, si lim ~——= =1> 0, para € = 5 existe un
x—b~ g(a?)
d > 0 de modo que si z € (b — 0,b), entonces
L_f@ 3
27 g(z) — 2
y por tanto
l 3l
ig(x) < f(z) < Eg(m) para todo x € (b—4,b).
b—é b—é
Como las integrales de Riemann (x)dzy / g(z)dz existen, ya solo
a a
b
hace falta aplicar el Criterio de Comparacion a las integrales (x)dz y

b—¢

/b : g(x)dz O

Algunas integrales con las que comparar son las siguientes.

Ejemplos. 1. ]
<oo si a€(0,1)
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/001 =00 st a€(0,1]

1 <oo si a>1.

Demostraciéon: Calcular todos estas integrales impropias es un simple ejer-
cicio [

ee dx
Ejemplo. 3. Queremos sabe si es convergente la integral /

24+ VT

Demostracién: Encontrar una primitiva de la funcién f(z) = ——
P 1) = orvem

no parece sencillo. Por otro lado la funcién dada es continua en todo R,

luego nuestra integral impropia se debe a que consideramos una semirecta.

. . 1 : 1 ¢
Mirando el cociente w2y Fary vemos que este es parecido a ——375— FRsvEwE Asi
1
, 2 3/ , 1
lim %: lim ———=1.
T—00 = T—00 1 1
a? I+t

Luego

/OO dz B /1 dz +/°° dz
a2+ Vel S Vet 2 Va1
dx

o0
La segunda integral converge ya que lo hace / O
1

x2
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