ANALISIS MATEMATICO BASICO.

SERIES DE POTENCIAS.

Las series de Taylor son un caso particular de Series de Potencias.

Definicién. 1. Dada una sucesion (ay)32, C R y un nimero real a € R, se

llama serie de potencias centrada en "a” a la expresion
o0
Z ap(z — a)*.
k=0

La serie de Taylor de una funcién f es una serie de potencias ( y diceversa,

, k) .
pero eso lo vemos después) donde aj, = ! kga)‘ Por otro lado, todo serie de

potencias al menos converge para x = a.

Una serie de potencia la podemos ver como una funcién

> arle —a)* = f(a).
k=0

Visto asi nos interesa el dominio de esta funcién, es decir para que valores

de x converge la serie.

. .. k
Ejemplos. 1. = Ll dominio de e® =3 77 %5 es todo R.
L. 00 (—l)km2k+1
= El dominio de ) )~ o “—3r 1y
como vimos en un articulo anterior.

= El dominio de > 1o kla¥ solo es x = 0.

es [—1,1] y alli coincide con la arctan x

En general se tiene el siguiente resultado.

Teorema. 1. Sea una serie de potencias
o
> ana— o)t = f(@),
k=0

de modo que y € Domf, y sea un real positivo 0 < r < |y — al, entonces

» [a—r,a+7r] C Domf, es decir la serie de potencias converge para todo

x de modo que |z — a| < r; ademds lo hace absolutamente.
1
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» La serie de potencias converge a f uniformemente en [a — r,a + 1],
para todo 0 <1 < |a —y|.
o
» Eziste f'(z) = Znan(x—a)”_l para todo x de modo que |z —a| < 7.
w [/ es el limite fL]Z;;”orme de S50 nap(z —a)" !

todo 0 <r < |a—y|.

en [a—r,a+r], para

Demostracién: Como la serie Yy, ax(y — a)k es convergente, tenemos que
lim ay(y —a)* =0
k—o00

y asi existe M > 0 de modo que

lag||(y — a)|¥ < M para todo ke N.

Ahora si [z —a|] <r < |y —al, asf E:Z; = s < 1, tenemos que
D lall@ = a)l* < faxll(y —a)l*( <Y Msh < oo
k=0 k=0 ly —al k=0

ya que la serie geométrica es convergente. Luego por el Criterio de com-
paracién nuestra serie es absolutamente convergente y por tanto la serie
es convergente (hay que repasar los Criterios de Convergencia de Series en
el Tema de Series). Ademds, la Prueba M-Weierstrass nos asegura que la
convergencia es uniforme.

Ahora observemos que para xg, con r < |xg — a| < |y — al, se sigue que

lwo—al® M

1 1
|kag(zo — a)* | < Klag|=|zo — a|* < Klag|=|y — af* < ks,
r r ly — al r
donde s = ||?__aa|| < 1. Como la serie > 3%, ks* < oo (ya que 0 < s < 1,

compruebalo), entonces la serie de pontencias

oo
Z nay(z —a)"*
k=1

converge en xg y aplicando la demostracion anterior, la serie de potencias
de derivadas converge absolutamente y uniformemente en [a — r,a + r].
Observemos que esta tltima serie es la derivada formal, término a término,
de la serie de potencias de partida. De nuevo, la Prueba M-Weierstrass nos
dice que esta convergencia es uniforme. Ahora el Teorema sobre al derivada

y la convergencia uniforme nos dice que efectivamente

f(z) = Z nan(z —a)" ! O
k=1
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Observacién. 1. Si f(z E a(x— a , existe su derivada y es otra serie

de potencias f'(x Zkak z—a)kL con f'(a) = ay, luego existe f" y el

resto de derivadas sucesivas, que son series de potencias con fk)(a) = aik!.
Ast la serie de Taylor de una funcidn, que viene dada por una serie de

potencias, existe y coincide con la serie de potencias.

El Teorema anterior también nos dice que si una funcién viene dada por
una serie de potencias, entonces su dominio es un punto, un intervalo o bien

toda la recta real.

Definicién. 2. Dada una serie de potencias f(x Zak (x— a , se llama

radio de convergencia de la serie al niumero

o
R =sup{|y —a : Z ar(y —a)k es convergente }.

R al menos es cero ya que para y = a la serie converge. Ademas del

Teorema anterior tenemos que

o)
Teorema. 2. Dada una serie de potencias f(z Z ar(x — a) k entonces
k=0
o bien
= R=0, o bien
» R>0 ypara todo 0 <r < R la serie f(x Zak xr—a) k converge

absolutamente para todo © € [a — r,a + r], y por tanto para todo
z € (a— R,a+ R) (la convergencia en [a —r,a + ar| es uniforme); o
bien

» R =o0.

Demostracion: Es una aplicacion del Teorema anterior [
o0

— 9k

Ejemplo. 1. Nos dan la serie f(z) = Z (x3k)

k=0
vergencia de la serie? ;Cudl es el dominio de f?

. ¢Cudl es radio de con-

Demostracién: Echamos mano del Criterio de Cociente, para ver para que

valores de x la serie converge. Asi
\x72|k+1
, 3k+1 o 1, |x—2| B |x—2|
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Asi el criterio de cocientos nos dice que si
—2 . .
] % < 1, la serie converge absolutamente (equivalente a |x — 2| < 3);
lz—2]
3

> 1, la serie diverge.

Luego por el Teorema anterior el radio de convergencia que buscamos es

R = 3. Por oto lado, para

.:1::5 [e'e} k e’}
T —2
S UG =S 1- v
k=0 k=0
I:L‘:—]_
oo (o]
(x —2)F
> oSy
k=0 k=0

la serie diverge.
Luego concluimos que Domf = (—1,5) O

Por 1ltimo damos la siguiente definicion.

Definicion. 3. Un funcion f se llama analitica en un entorno del punto a
st se puede representar como una serie de potencias centrada en a, es decir

existe § > 0 de modo que para todo |x — a| < § se tiene que
o0
fl@) =Y ar(@—a)
k=0

Ejemplo. 2. Ejemplos de funciones andliticas son:
= e cosx, senzx...etc en toda la recta R.
= arctanx, en un entorno de cero o Inx en un entorno de 1, también

son ejemplos de funciones analiticas.

El concepto de funcién analitica alcanza su mayor poder cuando trabaja-

mos con funciones de variable compleja.
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