AMPLIACION DE MATEMATICAS

LA DERIVADA Y LA CONVERGENCIA DE
FUNCIONES.

El comportamiento de la convergencia uniforme respecto de la deri-

vada es un poco mas complejo de lo que pasa para la continuidad y la
integral.
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Prueba que son funciones derivables y que sus grdficas como las del di-
bujo siguiente.
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Ficura 1. Grafica de f,.

Claramente 1im,,_,, f,(z) = |z|. Y no lleva mucho esfuerzo compro-
bar que la convergencia a |z| es uniforme en todo R. Sin embargo la
funcién |z| no es derivable en = 0. No se conserva la derivabilidad.

Ejemplo 1. Consideramos la sucesion de funciones f,(z) = L sen(n’z).

Ocurre que
1
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Cada f, es derivable, f!(x) = ncos(nz).

La sucesion (f,)n converge uniformemente a f =0 en todo R.

El limite uniforme f =0 es una funcion derivable.

No es cierto que

lim £, (x) = f'(0).

n—oo

Demostracién: Observemos que |1 sen(n’z)| < 1 —, . 0.
Ademéds parax =0, f/(0)=ny f(0)=0 O
Un ultimo ejemplo. Consideremos la sucsién de funciones (f,,) dada

por las siguientes graficas
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FicuraA 2. Gréfica de f1, fo v fs.

Todas ellas tienen la misma longitud 7. Es decir, 7 = f_ll V14 (f))?(x)de.

Esta sucesién de funciones claramente converge uniformemente a f = 0.
Si fuese cierto que la sucesion de derivadas (f),, convergiese a f'(z) = 0

uniformemente, entonces tendriamos que

1 1
m = lim \/1+(f7’1)2(x)dx:/ V1+0dr = 2,
1 -1

n—oo [

lo cual no es posible.
Los ejemplos anteriores nos indican que, para dar un Teorema que
nos asegure la conservacién de la derivada por paso al limite de una

sucesion de funciones, hay que dar hipdtesis suplementarias.
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Teorema 1. Sea (f,,), una sucsion de funciones derivables, con deriva-
das integrables en [a,b]. Supongamos que (f,), converge puntualmente
a una funcion f en |a,b]. Supongamos también que la sucesion de deri-
vadas (f]), converge uniformemente a una funcion continua g en [a,bl.
Entonces f es derivable y
f'(@) = lm f,(z)
n—o0

para todo x € [a,b).

Ejercicio 2. Mira en los ejemplos anteriores las hipotesis que no se

cumplen.

Demostracién: (del Teorema) Por ser f; integrables y por converger

uniformemente tenemos que

[ o=t [ -
a n—oo a
por el Teorema Fundamental del Célculo

T [, (x) = fula)] = £(2) - fa).

Por ser g continua y el Teorema Fundamental del Calculo

ro=(r+ o) =0 =jm e o

Este Teorema, de demostracion tan elegante, tiene como defecto las
muchas hipotesis que se requieren. Vamos a dar un Teorema andlogo,
con menos hipodtesis, pero la demostraicon sera algo mas compleja.

Para hacer lo que sigue necesitamos un Criterio para caracterizar la

convergencia uniforme.

Teorema 2. (Criterio de Cauchy de la Convergencia Unifor-
me). Sea una sucesion de funciones (f,)n definidas en A C R. La
sucesion de funciones converge uniformemente en A si y solo si para
todo € > 0 existe un N € N de modo que para todo n,m > N se tiene

que

|fr(x) - fm(x” S €
para todo x € A.
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Observemos que par dar el Criterio no necesitamos nombrar al limite
puntual.
Demostracién: Si la sucesién (f,,) converge uniformemente, lo hara
sobre cierta funcién f (su limite puntual). Asi, por definicién de con-
vergencia uniforme, para todo € > 0 existe N € N de modo que para
todo n > N se sigue que

9

[f (@) = fulz)| <

para todo x € A. Asi, para n,m > N tenemos que

N

€ €
’fn(x) - fm(x)| < |fn(x) - f(ZE)’ + ’f(.ﬁE) - fm(l')‘ < 5 + 5 =€
para todo x € A.
Veamos ahora el reciproco. Supuesto cierto el criterio y fijado z € A,
el criterio nos dice que la sucesion (f,,(z) ), es una sucesiéon de Cauchy
en R; por tanto convergente. Es decir, para € > 0 existe un N € N de

modo que para todo n,m > N se tiene que

|fn(x) - fm(x)| <e

para todo x € A. Si fijamos x € A, lo anterior nos dice que existe

lim f,.(z) = f(z),

n—oo

(llamamos f(x) al limite puntual). Ademés, si m,n > N y tomando el

limite en m

|fm<x) _fn(x)| < €
dm—oo

|f(SC)—fn(SC)| < e

Luego, para todo n > N

|f(:L’) - fn(x)’ < €,

para todo z € A. Lo que prueba que (f,), converge uniformemente a
f O
Ahora estamos en condiciones de dar un resultado con muchas menos

hipétesis que él dado anteriormente.
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Teorema 3. Sea (f,), una sucesion de funciones sobre un intervalo
la,b]. Supongamos que eziste xo € [a,b] de modo que existe el limite

(puntual)

T fr(xo) = f(z0).
Si cada f, es deriwable y la sucesion de derivadas (f)), convergen uni-
formemente a una funcion g en [a,b], entonces (f,), converge unifor-

memente a una funcion f (limite puntual), de modo que f es derivable
en [a,b] y se verifica que

F'(w) = I fi(x) = g(a).

Demostracién: Sean x € [a,b] y m,n € N. Por el Teorema del Valor

Medio a f,, — fn, * ¥ %o, existe y entre x y xy de modo que

fn(@) = fal@) = fin(@o) = ful@o) + (x = 20) (S (y) — fu(y))-
De aqui
sup{ | fm(2) = ful@)| = 2z €a, 0]} <
| fm(z0) = fulzo)| + (b — a) sup{ |/}, (y) = fL(W)| : v € [a, 0] }.
Como f,,(x0) —noseo f(x0) (asila sucesion (f,(zo))n es de Cauchy) y la

sucesion (f!), verifica el Criterio de Cauchy, dado € > 0 existe N € N
de modo que para m,n > N se verifica que:

m(z0) = fulao) < 5

2(b—a)

| (y) = fr(y)] <

De lo que se sigue que

sup{ [fm(2) = fu(2)] = 2 €a,0]} <e

Asi por el Criterio de Cauchy de la Convergencia Uniforme la sucesién

para todo  y € [a,b].

(fn)n converge uniformemente en todo [a,b] a su limite puntual que

llamaremos f,
lim f,(z) = f(x) uniformemente en la,b].
n—oo

Ademads, puesto que cada funcién f, es continua en [a,b], el limite

puntual f es una funcién continua en [a, b].



6 C. RUIZ

Tomamos ahora ¢,z € [a,b] y para m,n € N. Aplicamos el Teorema
del Valor Medio a f,, — f,, y asi

(frn = fu)(@) = (fin = fa)(c) = (z = ) (fn — [a) (1),
para cierto y entre ¢ y x. De lo que se sigue que

fm(x) — fm(c) . fn(x) B fn(c>

r—cC r —cC

sup{ |(fm — fu)'W)| © y € [a,b] }.

De nuevo por la convergencia uniforme de (f),, dado ¢ > 0 existe

<

N € N de modo que para m,n > N se verifica que:

fm(x) B fm(c) o fn(x) B fn(c)

r—cC T —cC

<e claro c# x.

Ahora, tomando limite para m — oo, se tiene que

f@) = fle)  falx) — fulo)

r —cC r—cC

yn > N.Como g(c) = lim,_, f(c), existe N' € N de modo sin > N’

| fulc) = gle)] <e.
Ahora fijamos K = max{N, N'}. Puesto que fj(c) existe, para el €

<e c#,

anterior existe d > 0 de modo que para 0 < |z — ¢| < ¢ se tiene que

fr(x) — fr(c)

r —cC

—ﬁ@ﬂSe

Al combinar las ultimas desigualdades, se concluye que si 0 < |z —¢| <

0, entonces

‘f%%1§>_g@)§
Vgifw_n@:f@ﬁ-
B TR0 g1 (0)] +17kte) - o) < 3e

Lo que quiere decir que existe

f/(C) — l{m f((L') — f(C)

Tr—cC Tr — C

=g(c) O
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