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Univ. Complutense de Madrid
Curso 2022/2023

EXAMEN EXTRAORDINARIO (1°" cuatrimestre)

Ejercicio 1. (1 punto). La propiedad de los intervalos encajados establece que si (I,,),,>1 es una sucesién de intervalos
cerrados, acotados y encajados de R, entonces (o—; I, # 0. Se pide dar 3 ejemplos de intervalos {1, }nen para los
que falle el teorema y que satisfagan las siguientes propiedades:

(a). (In)n>1 son cerrados y acotados, pero no encajados.
(b). (In)n>1 son cerrados y encajados, pero no acotados.

(¢). (In)n>1 son acotados y encajados, pero no cerrados.

Ejercicio 2. (1 punto). Considere la sucesién (an),>1 dada por la férmula de recursién a; = V2 Vilgay =

V2 + a,. Es decir,
Op = \/2+\/2+"??=.== +V2+ V2,

con n > 1 raices cuadradas anidadas. Demuestre mediante induccién las siguientes propiedades:

(a). an = 2cos (57%r) para todo n > 1 (para aplicar el razonamiento inductivo, puede ser de utilidad la férmula
del coseno del dngulo doble cos(20) = 2cos?(0) — 1).

(b). ay, es irracional para todo n > 1.

Ejercicio 3. (1 punto). En el ejercicio anterior, hemos determinado que la sucesion (a,),>1 dada por

a,,,:\/2+\/2+nv=.'=.=s +V2+ V2,

con n > 1 raices cuadradas anidadas, es igual a a, = 2cos (577 ) para todo n > 1.

(a). (0.5 ptos.) Determine, en caso de que exista, el siguiente limite

(b). (0.5 ptos.) Mediante el criterio de comparacién por cociente, determine la convergencia de la serie

o

n=1

Ejercicio 4. (1 punto). Demuestra razonadamente la convergencia o divergencia de los siguientes limite. En caso de
que convergan determinar el limite.

(a). lim sen(%). (b). lim €'/, (c). lim (z—+/22—1)sen(x).

z—+0—
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2 si z€l0,1]
5.- (1 punto). Sea f(z) = . (Es la funcién f uniformemente continua
= s ze(l,2
en [0,2]? Justifica tu respuesta.

6.- (1 punto). Sea f[a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f'(z) < 0 en todo
z € (a,b), prueba que f es decreciente en [a, b].

7.- (1 punto). Sea f : [a,b] — R acotada y (P,), una sucesién de particiones del intervalo
la, b] de modo que existen y son iguales los limites limy, -, o S(f, Py) = lim,, _, o I(f, P,). Prueba
que la funcién f es integrable en el intervalo [a, b].

dx
8.- (1 punto). Calcula fm;
ﬁ si z¢€l0,1) -
9.- (1 punto). Sea f(z) = . i, Existe / fa)dx ?
o 8 231 °
10.- (1 punto). Representa la gréfica de la funcién f(z) = Z 3n(z — 1)
n=1

Observaciones: Para realizar el examen solo se empleardan papel y boligrafo.
El examen tiene una duracion de hasta 3h horas. Una vez comenzado, no se podra salir del
aula antes de 45 minutos.

Revision del examen: . No es obligatorio acudir a la revision.
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