AMPLIACION DE MATEMATICAS

POLINOMIOS.

Sobre el conjunto de los polinomios sobre un cuerpo, Fz], se
puede hacer una teoria de la divisibilidad andloga a la que tenemos
para los nimeros enteros. Asi para polinomios, podremos dar un Teo-
rema del Resto, una Identidad de Bezout, un Algoritmo de Euclides y
un Teorema Chino del Resto. Respecto de sus propiedades algebraicas,
tanto Z como F[z] son dominios de ideales principales.

Numeros y polinomios pueden ser descompuestos en productos de
factores no descomponibles (nimeros primos y polinomios irreduci-
bles, respectivamente). Asi como las propiedades de los nimeros se
usan en Teoria de Cédigos y en Criptografia, por las mismas razo-

nes se usan los polinomios en estas mismas areas.

En los préximos capitulos vamos a justificar lo que acabamos de

afirmar.

En primer lugar vamos a dar la definicién formal del conjunto de
polinomios. No es necesaria. Las definiciones dadas en la Introduc-
cién a las Estructuras Algebraicas son suficientes para trabajar con los

polinomios.
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Definicién 1. Dado (A, +, x) un anillo conmutativo con unidad se
llama conjunto de polinomios sobre A, o con coeficientes en A, al
conjunto de sucesiones
Alr] = {(ap);2, € AV : Ing de modo que ap =0 si k > ng }
Sobre Alzx] se definen dos operaciones. Dados dos elementos p,q €
Alz],
p = (ag,a, ..., a,y,0,0....,0, ...)

q = (bo, b1, ..oy b1y, 0,0....,0, ...), de modo que ng < my
se definen

s la suma:
p+q=(ap+bo,a1 + b1, ..., any + brgy bgs1y +oeey by, 0.0, 0, )

(la suma de sucesiones);
» el producto: pq = (cx)i2, donde

k
C — E Cljbk_j.
7=0

Proposiciéon 1. Si (A, +, x) es un anillo conmutativo, entonces (Alz], +, x)

también es un anillo conmutativo.

En adelante vamos a trabajar con polinomios con coeficientes en un
cuerpo F. En este caso ya hemos visto que que F[z]| es un dominio de
integridad (es decir, un anillo conmutativo, con unidad y sin divisores
de cero).
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POLINOMIOS SOBRE CUERPOS.

Definicién 2. Sea (F,+, X) un cuerpo.

A: Sea Flz| = {ap+ a1z + ...+ a,2” : n€Nyag,ay,..,a, €F }
el conjunto de polinomios con coeficientes en el cuerpo F.

B: Sean p,q € Flz], p(z) = Y12  axx® y q(x) = Y00 bea*.

By: Se llama grado del polinomio p al mayor k de modo que
ar # 0 (Notacion: grad.p = ny).

By: Se define la suma: (p + q)(z) = I,?jz)({no’m(’}(ak + by)x®
(Observacion, el grado de la suma es menor o igual que
el mayor de los grados de los polinomios: grad.(p + q) <
max{ng, mo}.

Bs: Se define el producto: pq(z) = Zgjﬁ{nﬁm} (Z?:o ajbk,j) ¥
(Observacion, el grado del producto es la suma de grados:
grad.(pq) = ng + my. Esto es asi por ser F un cuerpo).

C: Un polinomio p(z) = Y12, axx® se llama ménico si a,, = 1,

si el coeficiente de la potencia de x de mayor grado es 1.

D: Dado un polinomio p(z) = > .2, axz® se llama funcién po-
linomaca asociada a p a la aplicacion
p : F - F
y = bly) = Xilomy
Observacion: las funciones polinomicas tienen las siquientes
propiedades, si p,q € Flx]

- ptq = p+tq

- pg = Dpq
— Poq = pogq
E: Se llama raiz de un polinomio p € Flx] a todo a € F de modo

que

Al estudiar anillos vimos que
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Proposicion 2. Si F es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios
Flx] es un dominio de integridad.

Demostracion: p(z) = 1, es la unidad del producto. Ahora si p,q €

Flz] con p(z) = >0 arz® vy q(z) = > bra® se tiene que
max{no+mo} k
= 3 (e )20
k=0 =0

ya que ap by, # 0 0
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