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Ejercicio 1. (2.5 puntos). Responda a las siguientes cuestiones:

(a). (0.75 ptos.) A partir (Gnicamente) de la propiedad del supremo de los niimeros reales, demostrar que para
cualesquiera z < 0,y < 0, existe n € N tal que nx < y.

(b). (0.5 ptos.) Dé una definicién de los siguientes conceptos: interior de un conjunto y punto frontera.

(="

(c). (0.75 ptos.) Sea el conjunto A = {1 +-—5—:ne€ N}. Demostrar razonadamente cudl es su infimo, si es
n

que existe.

(d). (0.5 ptos.) Utilizando la férmula de De Moivre y sabiendo que cos (3F) = ‘/54_1, calcule

@%—1+¢10+m@fm.

Solucién.

(a). Sean z,y < 0. Entonces existe el inverso 27! y se tiene 27! < 0. Se sigue que entonces yx~! = y/z > 0.

Ahora redordemos la propiedad del supremo. Si un conjunto A C R es no vacio y estd acotado superiormente
entonces existe el supremo a = sup(A) € R. Probemos ahora la propiedad Arquimediana, esto es, que dado
cualquier nimero real z > 0 debe existir un natural n € N tal que z < n. Lo probamos por reduccién al absurdo.
En caso contrario z serfa una cota superior de N, luego N C R seria no vacio y acotado superiormente, luego
por la propiedad del supremo tendria un supremo « = sup(N). Por definicién de supremo, dado 1 > 0 debe
existir m € N con o — 1 < m. Pero entonces m+1 € Ny a < m+ 1, lo que contradice que « sea cota
superior (debe serlo pues es supremo). Esta es la contradiccién, y la propiedad Arquimediana queda probada.

Podemos ya concluir el ejercicio porque como y/x > 0, por la propiedad Arquimediana debe existir n € N con
y/x < n. Ahora multiplicando a ambos lados por 2 < 0 llegamos a que

Yy > nx.

[e]
(b). Dado un conjunto A C R, definimos el interior de A, y lo denotamos por A como el conjunto de puntos = € R
tales que existe r > 0 con B(z,r) C A.

Dado un conjunto A C R, decimos que un punto € R es punto frontera de A si para todo r > 0 se tiene
que B(z,r)NA#0y B(z,r)\ A#0.
(c). Probaremos que 0 = inf(A).
= () es cota inferior de A: Esto es claro porque para todo n € N

) >1—J521—1:a
n

L >

(-1

= 0 es la mayor de las cotas inferiores. Esto es, veremos que si € > ( existe n € N tal que 1 + —
n

< €.
En efecto, sea € > 0. Entonces tomemos n = 1. Se tiene que

Gk

12 =0<e

1+

Y con esto hemos acabado.



Realmente se tiene que A posee minimo pues 0 € A. Asi inf(A) = min(A) = 0.

(d). Para aplicar la férmula de De Moivre, necesimos relacionar el interior del paréntesis con el seno y el coseno de
2% Sabemos que

o (27 o (27 (V5-1)* 16-5-1+2V5 10+2V5
sen“| — | =1—cos”| — | =1— = =
5 5 16 16 16

y, teniendo en cuenta que 0 < 2F < Z, se tiene que sen (2X) > 0y, por tanto, sen (25) = 21/10 + 2v/5. Por
tanto, aplicando la férmula de De Moivre, se tiene

100 100
(\/5— 14iv/10 + 2\/5)100 - 410°($ n ii\/lo + 2\/5> - 4100(cos (2%) +isen (%”))
= 4100 ( cos (@) + isen (@)) = 4'9(cos(40m) + i sen(407))

— 4100

Ejercicio 2. (1.5 puntos). Determine de manera razonada, en caso de que existan, los siguientes limites:

(). (0.75 ptos.) lim n- (%55%) - sen ( Y ("!)26n>.

nn

T = 1
b). (0.75 ptos.) i n, donde
0 075p) tigon o {171

Solucién.

(a). Para resolver este apartado, demostremos

lim n-(6 7 >=0,

n— 00 gn

para, posteriormente, utilizar el criterio del sandwich. Aplicando el criterio del cociente se tiene

6"t 4 7t )
, (TL + 1) gn+1 i n+1 9" i + 7n+1 1 74l ] 4 (g)nJr 7
lim n i = lim 1 =— lim —_ = - <1,
oo G T oo m OUFL Gr7n Oasee 70 14 (8" 9
gn

asi pues, queda demostrado que

lim n~(6 +7 ):O.
97’L

n—oo

2 n
Teniendo en cuenta que —1 < sen ( Y %) < 1, se tiene que

n n n n N2-n n n
_n.(G +7>Sn.(6 +7>_Sen ./ (n))2e gn-<6 +7)
gn gn nn gn

de donde, aplicando el criterio del sandwich se concluye

n n N\2-n
h’mn~(6 +7)-sen<3(n)e>:0.
n—o00 gn nmn

(b). Mediante induccidn, se comprueba de manera sencilla que x,, > 0 para todo n > 1, ya que x; > 0y, con
la hipdtesis de induccién de que xj > 0, se tiene que xg11 = xk("th) > 0. Ahora, aplicando el criterio del
cociente, se obtiene

n , 7T 1
lfm 2L — i nt =-<1,

n—oo Iy, n—oo 2n 2

y, por tanto se concluye que lim =z, = 0.
n— oo



Ejercicio 3. (2 puntos). El polinomio P(z) = 23 + 2% — 5z + 1 posee una Unica raiz en el intervalo (0, 1), es decir,
existe un tnico L € (0,1) con P(L) = 0.

(a). (1.5 ptos.) Demuéstrese que la sucesién

T =

)

N[ =

(azi+xi+1), n>1,

ot =

Tn41 =

es contractiva y deduce que su limite es L.

(b). (0.5 ptos.) Determine un natural ng € N tal que |z, — L| < 1073 para todo n > ny.

Solucién.

(a). Veamos que la suceesién es contractiva. Para cada n € N tenemos que

1 1 1
|Tnt2 — Tng1| = *(xiﬂ + x721+1 +1)— —(ad + 22 +1)| = 5 |(xi+1 —x)) + (xiﬂ - xi)}

5 5
1

< 5 |(xn+1 - mn)(xi+1 + Tpy12n + %21) + (Tng1 — Tn)(@Tng1 + xn)|
1

< 2|z — o |22 11 + T 1Tn + T2 + Tog1 + Tn -

1
Ahora probemos que 0 < x,, < 3 para todo n € N . Lo haremos por induccién.

= Cason=1.0<xz; =1/2. OK.
= Suponemos que 0 < z, < 1/2. Entonces por un lado z,; > 0 claramente y por otro,

1,4 9 1,1 1 1 11 11 1
xn+1=5(xn+xn+1) <;GtitV=r 5wy

Volviendo a los célculos anteriores tenemos que
11 1 1 1

1
|xn+2 _xn+1| S 5|xn+1 _xn‘ -+t -+-F+ -+ = ‘xn-&-l _xn‘

1
1T 1T Ty < glenir = 2al,

7
20
luego la sucesién es contractiva con constante 7/20 (la constante se puede mejorar, pero 1/3 es un valor sencillo
de manejar y por eso se ha escogido trabajar con él en lo que sigue).

Concluiomos que la sucesién es de Cauchy y por tanto convergente. El limite lim,,_,, x,, = L debe satisfacer
que

1 1
m z,41 = lm < - (23 +a22+1) = L=_(L*+L*+1) = L*+L°-5L+1=0.
n— oo n—00 5 5

Luego el limite L debe ser raiz del polinomio P(z) = 2% + 22 — 52 + 1 y ademds sabemos que 0 < z,, < 1
para todo n € N luego necesariamente L € [0, 1]. Como ni 0 ni 1 son raices tenemos que L € (0, 1).

. Por la teoria vista en clase sobre sucesiones contractivas, y para simplificar los célculos usando que nuestra

sucesién es (1/2)-contractiva, sabemos que tenemos la estimacién

(/2" /2t 1
—— |z — = - ——|=—=(1/2)"

=iy el 12 |2 10| 20?

para cada n € N. Buscamos ahora ny € N tal que 2%(1/2)"*1 < 1072 para todo n > ng. Es decir queremos
que

1 11 9

|xn - L| S

1
/2t < —.
(1/2) — 450
Por ejemplo si tomamos ng = 10 tenemos que

1 1
1/2)9 = — < —.
(1/2) 512 = 450

Concluimos por tanto que para n > 10 = ny,
|z, — L] <1073,

Observacion final: Es posible que refinando nuestros célculos, cogiendo una constante de contractividad
mds pequefia (que la hay), lleguemos a un ny mas pequefio que 10.

1Cuidado. Probar que 0 < z,, < 1 no permite obtener la contractividad.



Ejercicio 4. (1 punto). Indique de manera razonada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
(a). Solo existe un valor z € R de forma que la serie -, &= Z_n! converge.
(b). Las siguientes dos sucesiones (xy,)n>1 € (Yn)n>1 poseen alguna subsucesién convergente:

1 n 4 n 9 n n? _ (4 1)s (7‘(‘71)
nd+1 n3+2 n34+377 nd4n y Yn =11 S\ 2024 )

Ty =

Solucion.

(a). Falso. Si aplicamos el criterio del cociente con la serie de los valores absolutos tenemos que

2" (4 1)1

o T B (Y

n— oo |z|™n! n—oo (n 4 1)+l n—»00 (n+1) e
nTL

Concluimos por el criterio del cociente que si || < e |a serie dada converge absolutamente y por tanto converge.
Es decir hay infinitos valores de x € R para los que la serie converge.

(b). Verdadero. Para la primera sucesién (z,,),>1 tenemos que

n? n?

Es decir, la sucesién es acotada, por lo que aplicando el Teorema de Bolzano-Weirestrass existird alguna
subsucesién convergente.

Para la segunda sucesién (y,,)n>1 daremos explicitamente una subsucesién convergente. Por ejemplo para la
sucesion estrictamente creciente de naturales

(nk)kzl = (2024 . k‘)kzl,
se sigue que la subsucesién
(ynk)kzl = ((2024 ’ k)Q +1) sen(ﬂ'k))k21 = (O)kzl

es claramente convergente a cero.

Ejercicio 5. (1.5 puntos). Determine si las siguientes series son convergentes o no, calculando su valor en caso de
que sea posible. ; Cudles de ellas permiten alguna reordenacidn convergente al ndmero — log(3)?

(a). (0.5 ptos.) Zlog (1 — n21n> .

n>2

(b)

cos(7n)
(0.5 pt
(<) ptos.) Z < log(n) log (log(n))

Solucién.

(a). Reescribamos el término general de la serie:
2 n2+n—2> ((n—l—Z)(n—l))
0g< n2+n> og( n(n+1) °8 n(n+1)
= log(n + 2) — log(n + 1) — log(n) + log(n — 1).

Por consiguiente, la serie es telescépica pues, dado N > 2 se tiene que

N

al 2
Z log (1 — n) = Z (log(n 4 2) —log(n + 1) — log(n) + log(n — 1))
n=2 n=2

= log(N + 2) — log(3) — log(N) + log(1)

= log (%) —log(3).




Asi pues, tomando el limite cuando N — +o0 se concluye que

Zlog (1 - nzi—n) = —log(3)

n>2

y, por tanto, la serie es convergente y la reordenacidn trivial da el valor —log(3) (de hecho, puesto que todos
los términos de la serie son negativos, la serie es absolutamente convergente y todas sus reordenaciones dan el
valor —log(3)).

. En este caso, es sencillo ver que la serie es absolutamente convergente, pues

(-] o n N = 1

Por tanto, la serie es convergente y, por ser absolutamente convergente, todas sus reordenaciones convergen al
mismo valor. Comprobemos que el valor de la serie es distinto de — log(3). Para ello, nétese que —log(3) < —1

mientras que
[ee] oo
1" 1 -1n"
A S . )
nd +1 2 nd+1

n=0 n=2

y que, por consiguiente, bastard con demostrar que

-~ n(=1)"
> 0.
Z nd+1 =0

n=2

Para ello, demostremos en primer lugar que la sucesién (z,),>1 dada por z,, = es estrictamente decre-

ciente. Dados 1 < n < m se tiene que

_n__
n3+1

n m

nd+1 ~ m3 +1
— mn(m—n)(m+n)+n—m>0 < (m—n)(mn(m+n)—1)>0
<~ mn(m+n) >1

= mP*n+n>mn®+m <= mn(m®>—n?) +n-—m>0

y la dltima desigualdad es trivial pues mn > 2y m+n > 3. Asi pues, dado N > 2, hay dos opciones: si N es
impar
(N-1)/2

n(=1)" < 2n 2n+1 >
= - > 0,
nZ:Q nd3+1 ng 2n)3+1 (2n+1)3+1
mientras que si N es par
zN:n(—U"_(Nf/Q( o o + 1 )+ N,
—nttl o = (2041 (2n+ 1P +1 N3 417 7
de donde se concluye que
> n(=1)"
> Tt =
n=2
y, por tanto
— n(=1)"
—log(3
;) iy 7 loe(®)
. En este caso, veamos que la serie
i cos(mn)
“= log(n) log(log(n))
es condicionalmente convergente. Para ello, aplicaremos el criterio de Leibniz a la sucesién
1 >3
Tn = 5 n =z
log(n) log (log(n))

En primer lugar, la serie es alternada pues log(n)log (log(n)) > 0 para todo n > 3y cos(wn) = (—1)".
Ademis, la sucesién (z,,)n>3 es decreciente y con limite 0. Es decreciente ya que al ser el logaritmo una
funcién estrictamente creciente se tiene para todo n < m

1 1

0 < log(n)log (log(n)) < log(m)log (log(m)) = x, = Tog() Tog (1o2() > log(m) Tog (1og(m))

=Tm



y, ademds como lim log(n) = +o0,
n— o0

1
lim z, = lim

n—oo n—o0 log(n)log (log(n)) N
En conclusién, utilizando el criterio de Leibniz se concluye que la serie es convergente.

Con el fin de aplicar el teorema de reordenacién de Riemann, demostremos que la serie

oo

Z COS ’/TTL

— log(n) log(log(n))

no converge absolutamente. Teniendo en cuenta que log(n) < n para todo n > 3 se tiene
> 1 N |

nz:% log(n) log(log(n)) = nz:% nlog(n)

y, utilizando el criterio de condensacién de Cauchy, es inmediato comprobar que la Gltima serie es divergente,
pues se obtiene la serie armdnica:

— 2 1 1
n;ﬁ 2nlog(2")  log(2) ngg n T

Asi pues, del teorema de reordenacién de Riemann, se concluye que existe una reordenacién o : {n >3 :n €
N} — {n > 3:n € N} de modo que

00 COS(T"U(TL)) — i
nz::, loa(o(m) log(log(o(m)) &%)

Ejercicio 6. (1.5 puntos). Responda a las siguientes cuestiones sobre limites de funciones.
(a). (0.75 ptos.) Determine, utilizando la definicién de limite,
r+1

lm 27-
z—3+ 1% — 9

(b). (0.75 ptos.) Calcule el siguiente limite, en caso de que exista,
lim (\4/ 23 + cos(z) + 1 — a3 + 1) sen (z°) .

Solucién.

1 4
(a). Probaremos que lim,_.3+ % = 400. Sea M > 0 y tomemos § = min {1,m}. De este modo, si
22 _

3 <z <3+ I tenemos que
z+1 4 4 4 1

4
> = > = >—2>M
22—-9" 22-9 (x+3)(x—-3) " Tzx—-3" 7.6

En los cdlculos anteriores se ha usado que z+1 > 0y que 22 —9 > 0 (pues z > 3). Ademds 2 +3 < 6+9 < 7,
luego 1/(x +3) > 1/7. Por tltimo 0 <  — 3 < 6, luego 1/(z — 3) > 1/6.

(b). Primero realizamos los siguientes célculos
23+ cos(x) +1— Va3 +1
({‘/:v?’—i—cos(m)—&—l— \4/:103—1-1) = (\/ - )
({‘/a:3 +cos(r) + 1+ vad + 1)

B cos(x)
a <\/15 +cos(z) + 1+ Va3 + 1) ({‘/x3 +cos(z) + 1+ Va3 + 1>.

Observamos que

lim ! =0
@00 (\/gcf” +cos(z) + 1+ Va3 + 1) (f/x?’ +cos(r) + 1+ va3 + 1)




(Se podria justifcar de manera rigurosa por qué esto es asi pero no hace falta). Ademds

cos(x)
<\/x3 +cos(z) + 1+ Va3 + 1> ({‘/x?’ +cos(z) + 1+ Va3 + 1)
1
(Va¥+cos(@) + 1+ VaP +1) (/27 +cos(@) + 1+ Va® + 1)

<

cos(x)
(Va®+cos(@) + 1+ VaP +1) (/25 +cos(@) + 1+ VaP + 1)
S -1
B <\/J:3 +cos(r) + 1+ Va3 + 1> ({‘/x3 +cos(r) + 1+ vad + 1>’

por lo que usando el criterio de comparacién se llega a que

tim (/2 + cos(e) +1— Y/a7+1) = lim cos(x) .

L0 (\/x3 +cos(z) + 1+ Va3 + 1) (f/z?’ +cos(z) + 1+ Va3 + 1)

Por dltimo, como

- ({‘/x?’ +cos(x) +1— a3 + 1) < (\4/ 23 4 cos(z) + 1 — Va3 + 1) sen (2°) < (\4/ 23 4 cos(z) + 1 — Va3 + 1)

aplicando de nuevo el criterio de comparacién concluimos que el limite pedido es

lim (\4/ 23 +cos(x) + 1 — /a3 + 1) sen (2°) = 0.
Tr—r00



