ANALISIS MATEMATICO BASICO.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL.

Algunas propiedades de la integral, que son importantes para operar con

ella, son las siguientes.

Proposicién. 1. Sea una funcion f : [a,b] — R, integrable.

» Para todo ¢ € [a,b] existen las integrales f fu f f verificdindose que

[rfsefs o

= Si convenimos que para fff = ffy f, entonce la formula (%) es
cterta para todo a,b,c € R siempre que las integrales que aparecen

existan.

Demostracion:
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FIGURA 1. Demostracion sin palabras.

La demostracién formal es mas engorrosa que dificil. Sea ¢ > 0 y sea P

una particién para la cudl ¢ € P y ademas

S(f,P)—I(f,P)<e

(esta particién existe por el Criterio de Integrabilidad de Riemann). Sea

P={a=ty<t1 <..<tp=c<tpy1 <. <t,=>b} Asi

k—1 n—1
S(f, P) = I(f,P) => (Mi = mq)(tigr — ta) + D _(Mi — mi) (i1 — ta) <€,
i=0 i—k
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como S 1 (M; —my) (tiy1 —t;) > 0 se sigue que para la particion P’ = {a =
to < t1 < .. <ty =c} € P([a,c]) se tiene que
S(fvpl) —I(f,P/) <€

Lo que prueba, usando el Criterio de Integrabilidad de Riemann, que existe
[ f. De forma similar se prueba que existe fcb f.

Para ver la férmula () tomamos € y las dos particiones P’ € P([a,c]) y
P" € P([e,b]) de antes. Ahora

b
!/ /f+/ 9l
<mdx{S(f,P) — (I(f,P") +I(f,P")),S(f, P")+ S(f,P") - I(f.P)}
:S(f7P)_I(f7P)<6
Como lo anterior es cierto para todo € > 0, se sigue que f;f = f;f—F fcbf

O

Teorema. 1. Sean f y g dos funciones integrables sobre el intervalo [a,b] y

sea A € R, entonces

a: la funcion suma f + g es integrable y

/abf+g=/abf+/abg;

b: la funcion \f es integrable y

/abxfzx/abf.

Demostracién: La parte a) se prueba usando que
s Myig; < Myg;+ Mg; lo que permite poner que
S(f+g,P)<S(f,P)+S(g9,P) para toda particion P € P([a,b]);

y también que
" Mypygi > My + mg,; (ver ejercicios del Tema de Nimeros) lo que

permite poner que
I(f +g,P) > I(f,P)+I(g,P) para toda particién P € P([a,b]).
Luego
0<S8(f+9,P)—I(f+g.P)<S(f,P)+ 59, P)— ((f,P)+1(g, P)).

La parte b) se prueba usando que
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» sSupAA = Asup Ay inf A\A = Ainf A, si A > 0 (ver ejercicios del Tema

de Nimeros) lo que permite poner que
SAf,P)=AS(f,P) y I(N,P)=X(f,P) VP € P(a,bl);
y también que
» supAA = Ainf A, y inf AA = Asup A, si A < 0 (ver ejercicios del Tema
de Nimeros) lo que permite poner que
SOLP)=M(f,P) v I\, P)=AS(f,P) VP e P(la,b]).

O

Proposicion. 2. Sean f y g dos funciones integrables sobre el intervalo
[a, b].

a: Si f(z) < g(x) para todo x € |a,b], entonces

/abfé/abg-

b: En particular, si m < f(x) < M para todo x € [a,b], entonces

b
m(b—a)g/ f<M(b—-a)

c: La funcion |f| es integrable y ademds
b b
[ s [
a a

La parte a) se prueba usando que si f(z) < g(z) para todo = € [a,b],

Demostracion:

entonces
myi <mgi Yy My < Mg

donde my; y M, ; son los correspondientes infimos y médximos dados por
una particion.
La parte b) es un caso particular del primer caso tomando las funciones

f 6 g constantes. Es grafico siguiente nos terminard de convencer.
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FIGURA 2. Demostracion sin palabras.

Parte ¢ ), la siguiente figura nos ilustra.
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FIGURA 3. Integrales de f y |f].

Si f es integrable al pasar al valor absoluto |f| transformamos la grafica
de f pasando la parte por debajo del eje de las x’s a la parte de arriba de
forma simétrica. Luego si f es integrable, parece que | f| también lo va a ser.
La férmula | f; fl < ff |f| se cumple ya que la parte de la grafica que queda
por debajo de eje resta mientras que en el caso de | f| esa misma parte suma.

La prueba rigurosa, echa mano de particiones tomadas adecuadamente y

es engorrosa. Para hacerla se definen

f(x), si f(z)>0
f+:{u si f(z) <0

f__{o, si f(z)>0
L (=), st f(x) <0
Es facil ver que f = ft — f~ y que |f| = fT + f~. Usando particiones y el
Criterio de Riemann se prueba que f* y f~ son integrables.
Veamos en concreto que f es integrable. Dado € > 0, existe un particién

P ={a=ty,t1,....,t, = b} para la cuél

n—1

€ >S(f, P) = I(f,P) =Y (Mi = my)(tip1 — t:) =

1=0
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Z M;(tip1 —t;) — Z m;(tiy1 —t;) | +

ie{j : M;>0} ie{j : m;>0}

Z M;(tiy1 —ti) — Z mi(tis1 — t;)
ie{j : M;<0} ie{j : m;<0}
Ahora {j : M; <0} C{j : m; <0} y siempre M; —m; > 0. Ademds

(M; —mj) > M; siempre que M; >0y m; <0,
y{j : mjy >0} C{j : M; >0}. Asi

S(f+,P)—I(f+,P):

> Miltii—t)— Y maltin—t)| <e
ie{j : M;>0} ie{j : m;>0}
Lo que prueba que fT es integrable.
Como |f| es suma de funciones integrables, entonces |f| también lo es.

Con esta terminologia es claro que
b b b b b b b b
== [ e o= =
O

s
. s
Ejercicio. 1. Tenemos que ver que 5 < / senxdxr < 7.
0

Demostracién: Representamos la funcién f(x) = senz. Primero 0 < senz <
1y ademds f"”(x) = —senz < 0 si z € [0, 7], luego la gréfica es concava y

podemos pintar

i

e — —_ } —_—
o 1, n

F1GURA 4. Funcién seno concava en [0, 7).

Luego con calcular las dreas del rectangulo que circunscribe a la gréfica

y la del tridngulo circunscrito, tenemos la desigualdasd pedida [J

4 4
Ejercicio. 2. Tenemos que ver si es cierta la desigualdad/ xdr < / sen xdzx.
0 0



6 C. RUIZ

Demostracion: Procedemos como en el ejemplo anterior. Representamos la
funcién sen z. Es facil darse cuenta que la recta y = x es la recta tangente a

la grafica del seno por el punto (0,0). Luego tenemos algo del tipo

A M =l
/o Sevi >4
I
I .
,/ 5] I;_ 11

FiGURA 5. Posicién relativa del seno y la recta y = x.

y no parece que pueda ser cierta la desigualdad. De forma rigurosa, consi-
deramos la funcién
h(zr) =z —senx.
Derivando
h'(z) =1—cosz >0 paratodo x€R.
Luego la funcién h es creciente y como h(0) = 0, se tiene que h(x) > 0 para

todo z € [0, 7]. Por tanto
: : :
0< / h(z)dx = / xdx — / senzdz.
0 0 0
Claramente la desigualdad que nos piden no es cierta [
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