AMPLIACION DE MATEMATICAS

SUCESIONES DE FUNCIONES

Ya conocemos el concepto de convergencia de una sucesion de ntime-
ros. Deciamos que dada una sucesién de nimeros reales (z,)>, C R,

ésta convergia a un nimero = (o limite de la sucesién) y escribiamos

lim z, ==z o) Tn —n—soo &
n—oo

si para todo para todo € > 0 se puede encontrar un natural ny € N de

modo que si n > ng entonces ocurre siempre que |x — z,| < €.

Ejemplos 1. a) % —n—soo 0 b) ZTZLO % — Nesoo €
c¢) El método de las tangentes de Newton nos permitia encontrar una

sucesion que converge a la solucidn de una ecuacion del tipo f(x) =0

FiGUrA 1. Tangentes de Newton

Otro problema distinto, mas general, es él de aproximar una funcion
dada f por otras f,, que han de ser mas sencillas y que se acercan
a f cuando n se hace grande. La primera cuestién que se plantea es

que significa que una funciéon este cerca de otra o equivalentemente
1
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como medimos la distancia entre dos funciones. Veamos los siguientes

ejemplos graficos.
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FicurA 2. Convergencia en media cuadratica

Vamos a estudiar los dos primeros tipos de convergencias. La con-
vergencia en media cuadratica es sin embargo la mas apropiada para
estudiar senales (de alguna forma la integral de la funcién al cuadrado
mide la energfa de la senal).

Definicién 1. Sea (f,)22, una sucesion de funciones definidas sobre
un mismo dominio A C R (podemos pensar que A es un intervalo).
1. Decimos que la funcion f : A C R — R es el limite pun-

tual de la sucesion (f,)32, si para todo © € A se verifica que

lim, o0 fru(z) = f(2).
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2. Decimos que la funcion f: A CR — R es el limite uniforme de
la sucesion (f,)5, si para todo € > 0 existe un natural ny € N

de manera que para todo n > nyg

|f(z) = fu(x)| <€ para todo  x€ A
(o también, equivalentemente, que sup{|f(z)— fo(z)| : 2z € A} <

€).

Ejemplo 1. Consideramos la sucesion de funciones f,(x) = 2™ donde
x € A=10,1] yn € N. Las grdficas de las funciones de la sucesion son

del tipo

NCR / P x: x
7

Z//{H (<): x

4

Ficura 3. Gréficas de fi,fs,...fn

En primer lugar calculamos su limite puntual

lm 2" — 0 st z<1

0 si z<1

luego la funcién f(z) = L6 o1 el limite puntual de la

sucesion. Sin embargo f no puede ser el limite uniforme de la sucesién;
si tomamos € = 1/4 no es posible que |f(z) — 2" < 1/4 para todo
z €0, 1].
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F1GURA 4

Lo que si ocurre siempre, y no es mas que un sencillo ejerciccio para

conprobar si se ha entendido las definiciones anteriores, es

Observacién 1. Si f es el limite uniforme de una sucesion (f,)r,
entonces f también es el limite putual de tal sucesion (el reciproco no
es cierto como vimos en el ejemplo anterior).

Ejemplo 2. Condideramos la sucesion (£)22,, x € [0,1]. En primer

n n=1
lugar calculamos el limite puntual. lim, o = = 0, para todo x € [0, 1]
(iHay que acordarse de calcular limites!). Por tanto f =0 es el limite
puntual de la sucesion y candidato a limite uniforme. Ahora

T T 1
7@) = fa@) = 0= 2| = 2 <= 50,
luego para todo € > 0 tomando un ny € N de modo que nio < €, se tiene

que para todo n > ngy se verifica que

1 1
]0—£)]z§—§—<e para todo x € [0,1].
n n = no

Luego deducimos que también f = 0 es el limite uniforme de la suce-
S10M.
Un resultado que nos ayuda a entender la importancia de la conver-

gencia uniforme es el siguiente.

Teorema 1. Sea (f,)2°, una sucesion de funciones
foila, b CR—=R

que converge uniformemente a la funcion [ sobre el intervalo [a,b].
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1. Si cada funcion f, es continua en |a,b|, entonces f es continua
en [a,b].

2. Si cada funcion f, es integrable en el intervalo |a,b], entonces f
también es integrable en el intervalo [a,b] y ademds se verifica la

formula

n—o0

b b
/ fx)de = lim [ f,(z)dx.

Veamos algunos ejemplos que ponen en valor el enunciado del Teo-
rema. Depués vemos la prueba.
Si no hay convergencia uniforme, lo enunciado en el teorema anterior

no tiene por que ser cierto.

Ejemplo 3. La sucesion (z")22,, = € [0,1], estd formada por funcio-
nes fn(x) = a" continuas en el intervalo [0,1]. El limite puntual es la
0 s1 z<1

funcion f(x) = { 1 si 71

. Esta funcion no es continua en todo

0,1], ya que es discontinua en x = 1. Luego no puede ser el limite
uniforme de la sucesion (algo que vimos antes; este es otro método de
comprobarlo).

Ejemplo 4. Sea (f,)5, la sucesion de funciones sobre [0,1] dadas por

el dibujo
2n =
|
/ I
rj‘i TA
1
7
4 t
°f 4

observemos que lim,, o, fn(z) = 0 para todo x € [0,1]; y que ademds
fol fn(x)dx =1 para todo n € N. Luego f = 0 es el limite puntual de
la sucesion, que no es uniforme en [0,1] ya que no es cierto que

1 1
/ Ode =0= lim [ f,(z)de=1
0

n—o0 0
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L per

Ejemplo 5. Para calcular lim

dx, en primer lugar calcu-
n—oo [o N+ X

X

lamos el limite puntual de la sucesion de funciones ( n )>° ., con
n+x
x € [0,1],
ne’
lim =" para todo z € 0,1].
n—oo N + X

Ahora comprobamos que este limite es uniforme

A O

61‘
’ n—+x n—+x n—+ax

1
‘ Se_ _>n~>ooo
n

(donde la desigualdad se tiene ya que 0 < x < 1). Luego f(x) = €*
es el limite uniforme de la sucesion de funciones f,. Estas funciones
son continuas en [0,1] y por tanto integrables en [0,1]. Luego por el
teorema anterior se sigue que

, U ne”
lim
n—oo Jo N +x

1
dx:/ exdx:ex’(l):e—l.
0

Demostracidn: (del Teorema) 1) Tomamos x € (a,b) (los casos x = a
y « = b quedan como ejercicios). Veamos que f es continua en z.

Sea € > 0. De la convergencia uniforme de la sucesiéon (f,), existe N
de modo que para todo n > N

F@) =)l <5 paratodo  ye ]

Ahora como cada f, es continua, para ng > N y el € anterior existe
0 > 0 de modo que

Fao@) = Fup@)| <5 paratodo  ye (w—b.2+0).

Asf sumando y restando f,,, () ¥ fu,(v)

€ € €

@) =1 )] < @)= Faa @) o) = Faa ) rap)—F W) < S45+5 = ¢

para todo y € (x — J,x + §). Lo que termina la prueba.

2) Usaremos el Criterio de Integrabilidad de Riemann para ver que f

es integrable en [a, b].
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Sea € > 0. De la convergencia uniforme de la sucesion (f,), existe N

de modo que para todo n > N
€

Deducimos que f esta acotada por estarlo cada f,,. Ahora por ser fy

para todo  y € [a,b].

integrable, para el € anterior existe una particién P del intevalo [a, b]

P:{t0:a<t1<<tk:b}

de modo que la diferencia entre suma superior e inferior es pequena,

S(fn,P)—I(fn,P) <

Ademas de la convegencia uniforme
€ €

4<b CL) SMif > f = N 4(b CL)
VEeamos ahora que

S(F,P) S S, P)+5 (%)

NN e

mimf]\“' -

y que
I(fx,P) = J<I(LP). ()

Si esto es asi, entonces
S(f.P)=I(f.P) < S(fw, P)+ 7~ I(f,P)+ ] < ¢

y por el Criterio de Integrabilidad f es integrable en [a, b].
Para ver ()
k k

S(f7 P) = ZMZ’f(tl — ti_1> < Z(Mi,fl\’ + 4(b€_ (l)

k k
;Mi,f‘\,@i — ti_l) —+ ﬁ Zl(tz - ti—l) = S(fN,P) + i

La desigualdad (*x) se sigue de un modo anélogo.

Por ultimo, sin > N

|/abf($)d$ - /ab fu(w)dz] < /ablf(ﬂf) = fol@)ldz <

/ab4(b—a) T4
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La definicion de limite de una sucesién nos dice que

1fm fn d:zc_/f O

n—0o0

Ejercicio 1. Dado que e* Z R gustifica las siguientes cuentas.

k2k
frero [
0

)b 2k > (=)
———dr = P T
> z()
Otro ejemplo completo del estudio de la convergencia puntual y uni-
forme de una sucesion de funciones es el siguiente.

sennr

1+ nx
pide estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion. Vamos

Ejemplo 6. Sea la sucesion de funciones ( )ooy para x > 0. Se

a calcular el limite puntual, veremos que no hay convergencia uniforme
sobre [0,00). Sin embargo si hay convergencia uniforme sobre |a, 00) si

a es un numero mayor que 0.

1. El limite puntual es

., sennx 0 st >0
lim =

luego f =0 es el limite puntual de la funcion.

2. Vamos a representar la grdfica de la funcion f,(x) = Thne s ba-
ra un n fijo. f, es continua en x > 0; ademds f,(0) = 0 y
limg oo fu(x) = 0. f, cambia de signo cuando lo hace la funcion
senn.

Derivando vemos que f) (x) = (cos nx—sen nx+nx cosnw).

n
(1+ nx)?
Localizar los mdzimos y minimos locales en este caso no parece
sencillo.

. ™ .
Se puede observar, sin embargo, que para x = o se tiene que

fn(%) =

serd como

5z independientemente de n. Asi nuestra funcion
2
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F1GURA 5. Grafica de f,

No es posible meter casi todas las funciones f, (todas salvo
un ndmero finito de ellas) dentro de una banda suficientemente
estrecha alrededor de la funcion f = 0. Por tanto no hay conver-
gencia uniforme en [0, 1].

3. Por otro lado si x € [a,00) con a > 0, entonces

sennx sennr
— In :O— =
/(@) = ful@)] =10 - 3o = |22

<
“—14an

ya que |sent| < 1 para todot y x > a > 0. Todo ello indepen-

_>n~>oo O

dientemente de x. Por tanto f, — f = 0 uniformemente sobre

[a,00), siendo a un nimero mayor que cero.
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