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EXAMEN FINAL 1¢" PARCIAL: CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

APellidos: ...

Nombre: . . ...

Ejercicio 1. Responda a los siguientes apartados:

(a). Sea el conjunto A := {% tn € N}. i Es cierto que todo conjunto abierto U tal que A C U necesariamente
satisface que 0 € U7? Si se considera que la respuesta es si, dar una demostracién, y si se considera que la
respuesta es no, dar un contraejemplo.

(b). Enuncie el teorema de Bolzano-Weierstrass. Determine razonadamente cudles de las siguientes sucesiones
poseen alguna subsucesidén convergente:

1
an = cos (2"7°) + - b, =vVn2+3n+5 y ¢, = nsen(my/n), donde n > 1.

(c). Describa el siguiente conjunto de ndmeros complejos mediante coordenadas polares
B:={zeC:|z-2|=]|1-2z|}.
(d). Enuncie el principio de buena ordenacién de los niimeros naturales.

Solucién.
(a). FALSO. Basta con considerar el abierto U = (0,2), pues verifica que 0 ¢ Uy A CU.

(b). Teorema de Bolzano-Weierstrass. Sea (ay,),>1 una sucesion de niimeros reales acotada. Entonces, existe
una subsucesion (an, )k>1 convergente.

Para deducir cudles de las sucesiones (ay)n>1, (bn)n>1 ¥ (Cn)n>1 posee alguna subsucesién convergente,
debemos argumentar de manera independiente en cada caso:

= La sucesién a,, = cos (2"7re) + % es acotada y, por tanto, posee subsucesiones convergentes en virtud del
teorema de Bolzano-Weierstrass. En efecto, se tiene

1
—1 < cos (2"7°) + — <2, paratodon > 1.
n

= La sucesién b, = v/n2?+3n+5 no posee subsucesiones convergentes. Para comprobarlo, basta con

observar que
b, =v/n2+3n+5>vVn2=n, paratodon>1.

= La sucesidn ¢, = nsen(my/n) si posee subsucesiones convergentes (pese a ser no acotada). Por ejemplo,
carz = 4k% sen (7r 4k:2) = 4k% sen (27rk) =0, paratodo k> 1.
(c). Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad, se tiene
lz—2P=]1-222 <= (2 —2)(Z—2) = (1 — 22)(1 — 22)
= |z)* =22 -22+4=1—-22— 27+ 4z

= zP=1
= |z| = 1.

Por consiguiente, B = {cos0 +isenf : 0 € [0,27)}.

(d). Principio de buena ordenacién. En cualquier conjunto de nimeros naturales A C N distinto del conjunto
vacio, existe un minimo.



Ejercicio 2. Sea (a;);>1 una sucesién en el intervalo (0, 1) tal que lim a; = 0. Responda a los siguientes apartados:
*)00
n

(a). Demuestre que la sucesién (z,,),>1 dada por x,, := H(l — a;) es estrictamente decreciente.

j=1
(b). Utilizando las desigualdades 1 — —— - < log(1 — x) < —x para todo x € (0,1), deduzca el siguiente limite:
“log(1 —
i —los(t—2)
z—0t x
o0
(c). Utilizando el criterio de comparacién por cociente, demuestre que Z a; es convergente siy solosi lim x, > 0.
n—oo
j=1

Solucion.

= Obsérvese que z,, > 0 para todo n > 1. Ademids =, = (1 — a,)2p—1 < Zp—1 puesto que 0 < 1 —a, < 1 para
todo n € N.

= Queremos aplicar el criterio del sandwich. Utilizando las desigualdades propuestas en el enunciado, se tiene que

—log(l—z) 151

1< < , paratodo z € (0,1).
x x
Ahora bien,
-1 :
lim ——— = lim —— =1.
=0t X a—0+ (1 — )

Por consiguiente, del criterio del sandwich se concluye que

o log(1 — z)

z—0t1 T

=1.
= Obsérvese que

lim z, >0 <= hm log(zy) > —00 <= lim log(H (1—ay) ) > —00

n— oo n—oo

n

<~ lim Zlog (1—a;j) > —oc0 <= lim Z(—log(l—aj)) < +o00.

n—o0 n— oo

7=0 7=0
o0 o0
Por tanto, queremos demostrar que E aj es convergente si y solo si E ( — log(1 — aj)) es convergente.
j=1 j=1

Teniendo en cuenta que
—log(1 —a; —log(1 —
lim 70g( %) = lim 70“;( z)

J—>00 a; z—0t1 x

:1’

del criterio de comparacién por cociente, queda demostrado el apartado.



Ejercicio 3. Demuestre razonadamente la siguiente afirmacién:
Tn+1

Toda sucesion de nimeros reales positivos (x,,)n>1 tal que lim = +00 necesariamente satisface que
- n—

oo In

lim =z, = +oo.
n—oo

Solucién. Por definicidn, si
’ Z‘n-‘,-l
lim ——

n—oo I,

= —"—OO,

existe ng € N de modo que Intl 5 9 para todo n > ng. Por tanto, dado n > ngq arbitrario se tiene
Tn

Tn _ Tpn Tp—1 - _ In Tng+1
Tn—1= — Tp—2 = ... = T

n—no
x’no > 2( )xno'
Tn—1 Tn—1 Tn—2 Tn—1 Tng

Ty =

Por tanto,

lim z, > lim 2("_"0)1:n0 = 400
n——+oo n—-+o0o

y la afirmacién del enunciado queda demostrada.



Ejercicio 4. Halle el supremo y el infimo del siguiente conjunto

n
1
S:: {ZW : nz 1 entero}.

J=1

Para ello, transforme la suma que determina los elementos del conjunto .S en una suma telescdpica.  Existe min(S)
y/o max(S)?
Solucidén. Considérese la sucesion

n

1
Sy 1= ——————, paracadan >1,
" ; 73+ 352+ 25

de modo que S = {s,, : » > 1}. Puesto que

1

—Sp1=——>— >
n T 3 32 1 on

0

se concluye que la sucesidn (s,)n>1 es estrictamente creciente y, por tanto, el conjunto S estd acotado inferiormente
De este modo,

é = 51 = min(9) = inf(9).

Utilizando un razonamiento similar, para hallar el supremo del conjunto .S, necesitamos hallar el valor de la serie

= 1
= +3j°+ 27

Operando mediante fracciones simples, se tiene

y, teniendo en cuenta que

1
0
1
2
1
4
se tiene que
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sn = — + — + = - — —+ — _— .
4 2n—142) n+1 2n+2) 4 2n+1) 2(n+2) 4 2n+1)(n+2)
para cada n > 2. Por consiguiente,

P32 42) 4

de donde se concluye que sup(S) = 2

=1
ser estrictamente creciente.

y que max(.S) no existe, pues la sucesién (s,),>1 nunca alcanza su limite al

Revisién del examen. Miércoles 3 de julio a las 10:00h (NO ES OBLIGATORIO ACUDIR A LA REVISION).
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5.- (1 punto) Encuentra dos funciones f y g con Imf C Domg, de modo que existan los
limites
lim f(z) y lim g(x)

T—a z— fla)
y tales que lim, ,, g o f(z) # g( f(a)).

6.- (1 punto) ;Tiene solucién la ecuacién In*(z) — 1z 42 = 07 Justifica tu respuesta.

7.- (1 punto) Sea f : R — R una funcién tal que f tiene en = a un minimo local. Si
existe f’(a), prueba que f’(a) = 0.

14+ V24 V3+....+n

8.- (1 punto) Calcula nlem o
9.- (1 punto) Calcula el volumen de revolucién que se produce al girar la curva f(z) = 2=,

para z € [0, 3], alrededor del eje de las "2”( eje y = 0).

o0
; v s 1
10.- (1 punto) Encuentra los méximos y minimos de la funcién f(z) = 5 ol
n
n=l

Observaciones: Para realizar el examen solo se emplearan papel y boligrafo.
El examen tiene una duracién de hasta 3h horas. Una vez comenzado, no se podra salir del

aula antes de 45 minutos.

Revisién del examen: tendrd lugar el dia 3 de Julio a las 10h en el despacho 484. No es
obligatorio acudir a la revision.
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