ALGEBRA LINEAL.

El Teorema de la Base.

Teorema 1. Sea V' un espacio vectorial y sea L un subespacio vectorial

de V' que estd generado por los vectores {vy,...,v,} de V', es decir
L = Lvy, vg, ..., vy],

(en particular se puede considerar L =V = |vy, ..., v,] ). Sean p vectores

linealmente independientes de L~ {uy,...,u,}, entonces

p<n.

Demostracion: Vamos a hacer la prueba por induccion sobre n.
Si n = 1y suponemos que p > 2, entonces existiran dos vectores
linealmente independientes uy,us € L = Lv;] y asi

Uy = )\11)1 y Uz = /\2U17

A1 ¥ A no nulos. Despejando

lo que es una contradiccion. No podemos suponer p > 2, luego p < 1 <
2.

Supongamos que el resultado es cierto para 1,2,3,...,n — 1.

Sea ahora L = Lvy,...,v,| v sean wuq,Ug, ...., Uy, Upy1 1 + 1 vecto-
res linealmente independientes en L. Veamos que llegamos de nuevo a

contradiccion. Escribimos:

-1

Ui = Z:l )\ka + )\1?]n
n—1

U9 = Zk:l )\27]&)]4; + )\QUn
n—1

U, = k=1 )\n,kvk + /\nvn

n—1
Up+1 = Zkzl /\(n-i—l),kvk + >\n+lvn
1



2 C. RUIZ

Si todos los Ay, A, ...... , An+1 son nulos, entonces por hipotesis de induc-
cién, los vectores uy, us, ...., Up, Ups1 NO son linealmente independientes.
Luego supondremos que algin \; es no nulo. Salvo reordenamiento de
los vectores, podemos suponer que A; # 0. Asi despejando podemos

escribir,

. ul_zm

De aqui se sigue que los n vectores linealmente independientes™)

U )\zu U )\Su u )\nﬂu
2 = UL U3 — UL, ey Upgl — 1
A A A

se pueden escribir como

A n—1

Uz — 32Uy = > Bowuk
A . n—1

uz — $up = j—1 B3,k Vk
: )
A o n—1

Uy — ﬁ—’;ul = =1 B iUk

+1 — n—
Upy1 — T3 UL = je1 Bn+1) 6k

para ciertos §; € R. Luego los vectores
A2 A3 Ant1

N U, U3 — ULy e Uppl — U

A A1 A1

pertenecen a L[vs, ..., v, 1] v por hipétesis de induccién no pueden ser

U —

linealmente independientes. Lo que nos lleva de nuevo a contradiccion.
*);Por qué los vectores de arriba decfamos que son linealmente in-
dependientes? Si escribimos

n+1 n+1 n+1

OZE re(u k__ul E TRl — E Tk U1,
o2

como suponemos que 10s uy, ug, ..., Uy 11 SON independientes deducimos

que
n+1 )\
k
T2:7”3:...:Tn+1:0 y ZTk)\—:(),
1
k=2
lo que prueba la independencia O

Teorema 2. (Teorema de la Base. ) En un espacio vectorial V
finitamente generado, todas las bases tienen el mismo niumero de ele-

mentos.



APUNTES AL 3

Demostracion: Si tenemos dos bases que generan V/,
V = Llvy, ..., ] y V = Llug, ...u],
por el teorema anterior, por un lado
m < n;
cambiando los papeles de las "uves” y las "ues” se tiene que
n <m.
Por tanto n =m 0

Ejemplo 1. En R"™ los vectores {e1,...e,} forman una base ( la base

candnica). Cualquier otra base de R™ tiene también n elementos.

Observacion 1. St en R™ tenemos n wvectores linealmente indepen-

dientes, entonces esos vectores forman una base.

Demostracion: Claro, supongamos que uy, ..., U, son linealmente in-
dependientes. Si L{uq, ..., u,|] & R", entonces existirfa u,; € R™ inde-
pendiente de los anteriores. Lo cual contradice nuestro primer Teorema
tomando v, = ey O

Teorema 3. (de Existencia de la Base. ) Todo espacio vectorial

V' finitamente generado tiene al menos una base.

Demostracion: Si V es finitamente generado, existen vy, ...v,, € V
tales que

V = L{vy, ..., Up).
Tomamos entre vy, vy, ...v,, €l mayor nimero de vectores linealmente
independientes. Ahora solo queda comprobar que esta eleccién nos da
una base 0

Definicién 1. LLamamos dimension de un espacio vectorial finita-

mente generado V' y notamos por
dimV
al numero de elementos de cualquiera de sus bases.
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