ALGEBRA LINEAL

Transformaciones Elementales.

En el método de Gauss transformabamos un sistemas lineal, enter-
cambiando ecuaciones, multiplicando una ecuaciéon por un escalar y
sumando a una ecuaciéon otra multiplicada por un escalar. Vamos a
ver como podemos hacer estas mismas transformaciones con respecto
a las filas de una matriz. Y lo vamos a hacer multiplicando por un tipo

especial de matrices llamadas transformaciones elementales.

Ejemplo 1. Consideramos la matriz P, = (p;;), donde

1 5o 1= coni#Ery i #£s

0 s2 1=9=r Yy 1=7=Ss
pij =14 1 st 1=7r Y J=35

1 1 1=3s Y j=r

0 en otro caso

Propiedades de P, ;: observamos que

I
1 0 0
0
1
07’,7’ Ly
1
Pr,s =
1
L, Os,s
1

0 . 0 1

I, Si P, € M, y A es cualquier otra matriz cuadrada de orden n,
entonces el producto con P, ;A es la matriz igual a A salvo que
las filas 7 y s se han intercambiado.

Demostracion: Si P, ;A = (c; ), entonces

n
Crj = E DrkQkj = Prslsj = Qg j para ji=1%42,...n
k=1
1
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y
n
Csj = 5 Ds kkj = Dsrlrj = Qpj para J=1%42,...n O
k=1

Is La matriz P, s es invertible y su inversa es F;, = P, 5 ella misma.
Demostracion: Usando lo anterior, si en P, s intercambiamos
las filas r y s lo que nos queda es la identidad

Pr,sPr,s =1 O

Observacion 1. Una matriz P, s es una matriz simétrica ya que coin-
cide con su transpuesta (concepto que veremos un poco mds adelante).
También es una matriz ortogonal ya que coincide con su inversa (mds
adelante también definiremos esta caracteristica de algunas matrices).

Ejemplo 2. Consideramos la matriz Q.(\) = (¢ ;), donde
1 si i=j#r
Qi,j = )\ S1 1, = j =T
0 en otro caso

Propiedades de Q,()): observamos que

I,
1 0 0
0
1
Qr(A\) = A,
1
0 1

I, SiQ.(\) € M, y A es cualquier otra matriz cuadrada de orden
n, entonces el con producto @Q,(\)A es la matriz igual a A salvo
que las filas r ha sido multiplicada por A (cada entrada de la fila
r queda multiplicada por A).

Demostracion: Si Q,(A\)A = (¢;;), entonces

n
Crj = E Qr kO j = QrrQrj = Ny j para J=1%42,...n U
k=1

I3 La matriz @, (), si A # 0, es invertible y su inversa es @, (1/\).
Demostracion: Usando la propiedad anterior

Q:(NQ(1/A) =Q,(1/NQ.(\) =1 O
Ejemplo 3. Consideramos la matriz Q, s(\) = (g;;), donde
1 si i=j
Gij =4 A S i=ryj=s.
0 en otro caso
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Observemos que Q.. (A) = Qr(N).

Propiedades de (), s()\): observamos que

17
1 0 0
0
1

R W

QT,S()‘): ) . )

1
.0

I115 SiQr5(\) € M,, y A es cualquier otra matriz cuadrada de orden
n, entonces el producto con @, s(A)A es la matriz igual a A salvo
que la fila r es ahora la suma de la fila » de A con la fila s de A
multiplicada por A
Demostracion: Si Q) s(A\)A = (¢;;), entonces

n
Crj = E QrkQkj = QrrQrj + Qrssj = Qpj+Aas j para j=1%42,...n
k=1

I113 La matriz @, s()\), si 7 # s, es invertible y su inversa es @, =
(—=A). Demostracion: Usando la propiedad anterior

QT75<>\)QT,S(_)\) = Qr,s(_)‘)Qr,s(/\) =1 [

Con estas tranformaciones, podemos tratar de tomar una matriz A y
tanformarla hasta llegar a matriz identidad. Si esto es posible, usando
el Teorema de la leccién anterior, vemos que la matriz A es invertible.
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