ALGEBRA LINEAL

Propiedades de los Sistemas Lineales.

Dado un sistema lineal de n ecuaciones y m incégnitas (1) jcémo lo
resolvemos?

1121 + ... + A1 mTm = bl

Ap1T1 + -.... + AnmTm = bn,

Si el sistema fuese de forma Triangular, es decir de la forma

ER O RY ce +C1mTm = b
C22To+ ce +ComTm = by

2 { )
2) Ch kTt ot CemTm = by
K CnymTm = bn7

Este sistema triangular es facil de resolver, ya que despejando en la

ultima ecuacion

bn

Cn,m

Tm =

Ahora, la peniltima ecuacion queda

b

n

Cn—1,m—1Tm—1 + Chn—1,mTm = Cpn—1,m—1Tm—1 + Cn—1,m ,, = bn—l
“n,m

y despejando
1 b,

Tm—1 = (bn—l — Cn—1,m )
Cn—1,m—1 Cn,m

Y asi subiendo hacia atras vamos encontrando los distintos valores de
xj con j =1,2,..,m (Observemos que lo anterior tiene perfecto sentido

si n = m, en otro caso ya veremos que pasa).

Ejemplo 1.
v + y + z =1
2y — =z
2z = 4
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Demostracion: Despejando en la tltima ecuacién z = 2. Ahora la
segunda ecuacién queda 2y — 2 = 2 y despejando y = 2. Sustituyendo
en la primera ecuacion los valores de z e y, tenemos que 3z +2+2 = 1.

Despejando z = —1. Una solucuén tunica. U

Ejemplo 2.
3r + y + z =1
20 — =z 2

Demostracion: Despejando en la segunda ecuacién y = 2. Ahora la

2
24z o 2+3z)
2 )

— - _ 1
+ 2 = 1. Despejando = = 3(1 5

primera ecuacién queda 3x +
para todo z € R. Tenemos infinitas soluciones 0

El Método de Eliminacion de Gauss consiste en pasar de un
sistema cualquiera (1) a otro triangular de tipo (2) que tenga las
mismas soluciones que el primero.

Para poder hacer tal transformacion necesitamos el siguiente resul-
tado.

Proposiciéon 1. Sea un sistema lineal de n ecuaciones lineales y m

incognitas,
1121 + ... -+ a1mITm = b1

Cln71$1+ ..... —i—ammxm = bn7

y S el conjunto de las soluciones del sistema. Entonces

1. si imtercambiamos el orden de dos ecuaciones del sistema lineal,
el sistema resultante tiene las mismas soluciones que el primero.

2. St a una ecuacion la "multiplicamos por un escalar”, el sistema
resultante tiene las mismas soluciones que el primero.

3. Si a cualquier ecuacion del sistema “la sumamos” otra ecuacion
"multiplicada” por un escalar, el sistema resultante tiene las mis-
mas solucitones que el primero.

En la prueba se ve de forma clara que significa " multiplicamos por
un escalar” a una ecuacion y lo que es la "suma 7 de dos ecuaciones.

Demostracion: Parece claro que si xq, 2o, ..., T,, es una solucion del

problema
1171 + ... + A1 mTm = bl 2171 + . + A2 mTm
21T + ... + a2 mTm = by a1 1T + ... + a1 m T,
az1T1 + ... + a3 ;mTm = b3 también lo es de @311+ ... T+ a3mTm
Ap1T1 + ... + T = by Ap1 %1 + ... + QT

Observemos que intercambiar las ecuaciones una y dos o las ecuaciones

1y k cualesquiera produce el mismo efecto.



APUNTES AL 3
Por otro lado si xy, z9, ..., z,, verifican que
1T+ ..... + Qi T, = b,
entonces para todo A € R también es cierto que
AMai1zy + ... + Ui Tm) = A 121 F . + A T, = Ab;

independientemente de que ecuacién ¢ hallamos tomado.
Por 1ultimo si x1, o, ..., x,, es una soluciéon del problema

1121 + ... -+ 1 mITm = b1
211 + ... —+ A2 mTm = bg

*
( ) A; 121 + ..... + ATy = bl
[ An1T1 + . + @pmZm = by

)\al,lxl + .. -+ )\alymxm = )\bl

y por tanto que para estos x1, T, ..., T, se verifica también que

( 41,171 + .. -+ a1 mTm = bl
2,171 + ... + A2 mTm = bz
;101 + ..... + Qi T + M@ 121 + ... + a1 ;mTm) = b+ Aby
\ An 1Ty + ..... + Ay T = by,
o lo que es lo mismo
( a1 121 + ..... + a3 mLm = b1
a9 121 + ..... + a2 mTm = bg
() (a1 + Aag1)xy + ... + (@im + Aa1m)Tm = (b + Aby)

L Ap1 %1 + ... + QT = b,

Observemos que si en lugar de sumar la ecuacién 1 hubiesemos su-
mado cualquier otra el resultado no cambia.
Al contrario, si 41, Y2, ..., Ym €s una solucién del sistema (*x), entonces

en particular
a11Y1 —+ ... + a1 mYm = b1
y asi también es cierto que
)\&171y1 + ... + )\&17mym = )\b1

y como

(a1 4+ Aa1,)y1 4 oo 4 (Qim + A1) Ym = (b; + A1)
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se deduce que
ai,lyl + ..... + AimYm = bz‘,

luego y1, Y2, -, Ym €s una solucién del sistema (x) O

Ejercicio 1. Dado un sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

ay1xy] + ..... + A1 mTm = 0

An1T1 + ..... + apmTm = 0,
y sea S el conjunto de sus soluciones. Se tiene que
A) 0=(0,0,...,0) € S.
B) Sixz = (x1,29,..Tm),y = (Y1, Y2, .-, Ym) € S, entonces r+y € S.
C) SizesS y AeR, entonces \x € S

Ejercicio 2. Sea un sistema de ecuaciones lineales

(1)

Ap 1T + -.... + pmTm = bn,

(2) : :
Ap1T1 + ..... + apmTm = 0,
Sea S es conjunto de soluciones del sistema homogéneo S y llamemos
S" al conjunto de soluciones del sistema (1). Prueba que
a) st z,y € S’ entoncesy —x € S.
b) Six e S eye S, entoncesx+y € 5.

c) Siy es una solucion particular del sistema (1), entonces
S'={y+x : zeS}h
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