AMPLIACION DE MATEMATICAS

LEMA DE BEZOUT. TEOREMA DE FACTORIZACION
UNICA.

Teorema 1. (Lema de Bezout). Sean dos polinomios P,(Q € F[x] y
d € m.c.d.(P,Q), entonces existe otros dos polinomios u,v € Flz| de

modo que
d(z) = u(x)P(x) +v(z)Q(x).

Observacion 1. Este Lema prueba, ademds, que el mdximo comin

divisor de dos polinomios es no wvacio.

Demostracion: Se procede de forma andloga a como lo hicimos en
Z. Sea

A={grad.h e N : h(x) =k (z)P(x)+k(z)Q(z) # 0 donde ky,ks € Flz] }.
Como grad.Py grad.() estan en A, éste es no vacio, y por tanto existen
minA=m y  wu,v€Fz] con  m = grad.(u(z)P(x)+v(z)Q(x)).
Sea d'(z) = u(z)P(z) + v(z)Q(x). Veamos ahora que d' divide a todo
polinonio de la forma k;(z)P(x) + ko(2)Q(x). Si no fuese asi,
kr(2)P() + ko (2)Q(x) = q(2)d (x) + r(2)
con grad.r < grad.d y r # 0. De lo que se deduce que
r(z) = ki(z)P() + ka2 (2)Q(2) — q(z)d'(x)
= (k1(2) = q(2)u(z)) P(x) + (k2(z) — q(z)v(2))Q().
Lo que contradice que m sea el minimo del conjunto A.
Ahora podemos decir que d'|P y que d'|Q. Si otro polinomio h divide
a Py () entonces
hluP +vQ = d'
y por tanto grad.h < grad.d'. Lo que prueba que d' € m.c.d.(P, Q)

La ultima parte de la demostracion la da el siguiente corolario.
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Corolario 1. Si d,d" € m.c.d.(P,Q), entonces existe ¢ € F* de modo
que d = cd'.

Demostracién: Tanto d como d dividen a P y @) y son de grado
maximo, por lo tanto

grad.d = grad.d’
Por otro lado, d' = uP + vQ, por tanto d|d’, es decir d’ = gd. Como

d y d tienen el mismo grado, necesariamente g € F [
Observacion 2. Existe un iunico d € m.c.d.(P, Q) ménico.

Corolario 2. Sean P,Q,H € F|z], de modo que P es un polinomio
irreducible y tal que P|QH. Entonces o bien P|Q) o bien P|H.

Demostracion: Si P divide a () hemos terminado. Si no, como P es
irreducible se tiene que 1 € m.c.d.(P,Q) y por el Lema de Bezout
1 =wu(z)P(x)+v(z)Q(x) = H(z) =u(z)P(x)H(x)+v(z)Q(x)H (x).

Como P divide a QH, se sigue que P divide a H [J
La propiedad que sigue, que ya probamos en Z (ver el capitulo sobre
Ideales Maximales), es esencial para probar la existencia de cuerpos

de descomposicién de polinomios (que veremos en el proximo tema).

Corolario 3. Sea F un cuerpo y sea P € Fx].

A: F[z] es un dominio de ideales principales.
B: (P), el ideal generado por el polinomio P, es un ideal mazximal

sty solo si P es irreducible.
Demostracion:
A: Sea I ideal de F[z]. Consideramos
m = min{ grad.f : f € Flx] }.

Sim = 0, entonces 1 € [ y por tanto I = (1) = F[z]. En todo
caso, sea d € I tal que grad.d = m. Es claro que los multiplos
de d, el ideal generado por (d) verifica que

(d) = dF[z] C I.
Por otro lado si f € I, por el Teorema de Resto,

f=qd+r
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con grad.r < grad.d. Como r = f — qd € [ y la definicién de I,
se sigue que 7 = 0. Asi, f € (d).

B: = Sid|P,y0< grad.d < grad.P, entonces (P) & (d). Asi el
ideal generado por P, (P), no es maximal.

» Si (P) es un ideal no maximal de F[z], entonces existe otro

ideal (d), por A este nuevo ideal es necesariamente principal,

de modo que PFx] = (P) & (d) = dF[z] y con dF[z] & F[z].

Por lo tanto d|P, con 0 < grad.d < grad.P (en otro caso o

bien (d) = F[z] o bien (d) = (P) que sabemos que no ocurre).

Por tanto P no es irreducible O.

Ejemplo 1. Z[z] no es un dominio de ideales de principales. Esto es
ast ya que como Z no es un cuerpo, no tenemos ni el Teorema del Resto

ni el Lema de Bezout que serian las herramientas para probarlo.

Veamos un ejemplo concreto. Sea

[={feZz] : F0)e3Z}.

Es muy facil ver que I es un ideal en Z[x]. Tampoco es dificil conven-
cerse de que I = (3, x). Luego no es un ideal principal [

Teorema 2. (de Factorizacion Unica ). Sea F un cuerpo. Para cada
P € Fz] eziste una unica representacion (salvo el orden) de la forma
P(z) =rP(x)Py(x)......Pc(x),
donde r € F, y P; € F[z] es un polinomio mdnico irreducible sobre IF

para j =1,2,..., k,
Demostracion: Por induccion sobre el grado de P.

= Si grad.P = 1, entonces
b
Plz)=rz+b=r(z+-)
,

donde (z + %) es moénico e irreducible (por ser de grado 1).

» Si grad.P < n, admitimos como hipétesis de inducciéon que P se
descompone en producto de polinomios irreducibles.

» Si grad.P = n, o bien P es irreducible y no hay nada que probar
(salvo sacar factor comin el coeficiente de z™), o bien existe
Q € Flz] con 1 < grad.Q)Q < n de modo que

QP &  Pr)=Q(x)q(x),
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con 1 < grad.q < n. Ahora se aplica la hipétesis de induccion a

Qvyq.

Por ultimo veamos la unicidad. Si

P(z) =rP(2)Py(x)....Pp(x) = sQ1(x)Q2(x)....Q (x),
se tiene que P|P y por tanto P;|(Q); para algin j. De la irreducibilidad
de Q; y de que es monico, se tiene que P, = Q;.
Ahora tenemos que

TP2($)Pk($) = SQl(x)QZ(x)Q]le_rklQk/(x)
Repitiendo el proceso anterior con P, luego con Ps....etc llegamos a ver

que todos los P; son como los @, que k = k" y por iltimo nos queda
que r = s [

Observacién 3. FEl teorema nos dice que existe la factorizacion de todo
polinomio, pero mo como consequirla.

Ezisten algoritmos para descomponer P € F[z], para F un cuerpo
finito, como el algoritmo de Berlekamp (pero esto ya es propio de
un curso de Criptografia).

Como en el caso de Z, el costo computacional de factorizar P € F|x]

hace que los polinomios sobre cuerpos finitos sean itiles en Critografia.
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