AMPLIACION DE MATEMATICAS

EL ALGORITMO DE EUCLIDES.

El célculo de m.c.d y de identidades de Bezout, asi como su aplica-
ci6én en congruencias de polinomios (que veremos en el siguiente tema),
requiere de una herramienta efectiva para dicho calculo: el Algoritmo
de Euclides.

El algoritmo se basa en el siguiente hecho.

Lema 1. Sean P,Q € F[z]\{0}, de modo que P =qQ +r,r # 0y
0 < grad.r < grad.Q), entonces

m.c.d.(P,Q) = m.c.d.(Q,)

Demostracion: Si d|P y d|Q, entonces también d|r = P — q@Q). Al
contrario, si d|@ y d|r, entonces también d|P. Es decir los divisores
comunes de P y @ son los mismos que los de () y r, por tanto los de

mayor grado de estos divisores comunes forman tanto el m.d.c. de Py
@, como él de @ y rJ

Teorema 1. (Algoritmo de Euclides). Sean P,(Q) € Flx|\{0}, de
modo que P =qQ +r,y 0<gradr < grad.QQ. Generamos una tabla

de cuatro entradas: r,q,a y 3.

1| 0| 1 3
ri | Pl QI
qi q
a; 110
Gi | 0] 1
donde se definen
i = Ti—2 — (Gi—-1Ti—1
o = Qj_o — @_104_1 para todo 1> 2,

@‘ = 51‘—2 - %—1@;—1
siendo

ro=P, ag=11y =0
1
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7’1:Q, oqu yﬁlzl

Entonces la sucesion de grados de polinomios
grad.P = grad.rqg > grad.() = grad.ry > grad.ro > .... > grad.r,, > 0

con r,+1 = 0, que se obtiene es decreciente en el grado y ademds

m.c.d.(P,Q) =r,

m.c.d.(P,Q) = a, P+ (,Q.

Demostracion: Anéloga a la que se ve para numeros enteros.

= Que m.c.d.(P,Q) = r, es una sencilla aplicacién del Lema te-

niendo en cuenta que
m.c.d.(Tn, Tpi1) = m.c.d.(ry,0) = 7p,.
= Por otro lado es claro que

P:TOZOZQP‘i‘ﬁ()Q

= P+ 5iQ
por la eleccién arbitraria de los primeros «; y ;. Ahora proce-
deremos por induccién. Supuesto que r; = ;P + 3;Q) para todo
J <1, entonces usando esta hipdtesis de induccién

Tig1 =Tic1 — ¢ = 01 P+ 5;21Q — qi(0 P + Q)
= (a1 — qia)) P+ (Bic1 — ¢:5i)Q = i1 P + B Q.
En particular m.c.d.(P,Q) = r, = «,,P + (3,Q0

Ejemplo 1. Dados P(z) = 2* — 2 + 2 + 2 —2,Q(z) = 23 — 1 € Q[],

queremos calcular m.c.d.(P, Q) y la identidad de Bezout asociada.

En primer lugar hay que dividir polinomios para calcular la sucesion

de restos decrecientes en grado.

et =ttt —2 28 -1
—zt +x r—1
—x® + 2%+ 20 — 2
a3 —1

24+ 2x—3
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3 -1 |2*+22-3 ??+2x -3 |z =T
—23 — 222 + 3 x—2 —2 +x T — 3
—222 4+ 3z —1 3xr—3
222 + 4z — 6 —3r+3
Tx —17 0

A continuacién escribimos la tabla del algoritmo:

1 0 1 2 3 4
rilat =+ 2+ =222 —1]2°+22x—3 Te — 7 0
Qi r—1 T —2 %x—%

B; 0 1 —x+1 |22—-3x+3
Asi

m.cd.(z* —2* + 2+ —2,2° — 1) =T -7
=Q2-a)(a* -2+ 27+ —-2)+ (2 — 32+ 3)(2® — 1).

Por ultimo el méximo comun divisor moénico es x — 1 I

Ejemplo 2. Dados P(z) = 2°+bx*+323+22+1, Q(z) = 2?43 € Zz[x],

queremos calcular m.c.d.(P, Q) y la identidad de Bezout asociada.

(Z7,x)[1]2]3|4]5]6

1 112131456

2 20(416[1(3|5

Antes de empezar a operar necesitamos conocer 3 31612514
4 411151263

5 51311642

6 61541321

En primer lugar hay que dividir polinomios para calcular la sucesién

de restos decrecientes en grado.

2+ 5zt + 32 + 2 +1 |2t +3

—z° — 3z r+5
S5t + 323 4+ 62 + 1
—5zt —1
323 + 6z
xt +3 |323 + 6z 32® + 6z 152% + 3
—zt — 222 Sa —32° — 67 2x
—222 4+ 3 0

A continuacién escribimos la tabla del algoritmo:
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i 0 1 2 3 4
ri | 2®+5xt+322 +2c+ 12" +3]32° + 62 522 + 3 0
i ) 5T 2x

o 1 0 1 2x

B; 0 1 6x+2 |5a®+4x+1
Asi

m.c.d.(z® + 52" + 32% + 22 + 1,2* + 3) = 52® + 3
= 2x(x® + 5t +32% + 22 + 1) + (52 + 42 + 1)(z* + 3).

Por tltimo el méximo comtin divisor ménico es 3(5z* + 3) = 22 +2 O
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