ANALISIS MATEMATICO BASICO.

LA FUNCION f VISTA A TRAVES DE ' Y f”.

Dada una funcién f : R — R derivable, podemos considerar su funcién
derivada f’ : R — R. Esta funcién a su vez puede ser derivable, y tendremos
su derivada (f’)’ : R — R, que escribimos por f” y llamamos derivada
segunda de la funcién f.

El estudio de f’ y f” nos da informacién sobre f, como vamos a ver.
Ejemplo. 1. Si f(x) = 2° + x + 1, entonces f'(z) =322 + 1 y f"(x) = 6.

Observacion. 1. Si un fendmeno fisico viene dado por una funcion f(t),
donde t representa el tiempo, entonces [’ es la velocidad del proceso y f” es

la aceleracion del mismo.

Estudio del crecimiento de una funcién.
Una caracteristica importante de las funciones es su crecimiento. En

concreto:

Definicion. 1. Sea f : R — R una funcion.

a: Se dice que f es mondtona creciente si para todo x,y € Domf de

modo que T <y, se tiene que

flx) < fy).

b: Se dice que f es mondtona decreciente si para todo x,y € Domf

de modo que x <y, se tiene que

flx) > fy).
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FiGurA 1. Funciones mondtonas.

Una funcién no tiene por que tener un crecimiento tnico. Es decir, en
parte de su dominio puede crecer y en parte decrecer. Esto se puede descubrir

mirando el signo de su derivada si es una funcién derivable.

Teorema. 1. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y derivable
en (a,b).
a: = Si f'(¢) > 0, para todo ¢ € (a,b), entonces f es creciente en
[a, b].
» Si f es creciente en [a,b], entonces f'(¢) > 0 para todo ¢ € (a,b).
b: = Si f'(c) <0, para todo ¢ € (a,b), entonces f es decreciente en
[a, b].

» Si f es decreciente en [a,b], entonces f'(¢) < 0 para todo ¢ € (a,b).

Demostraciéon: Dejamos b) como ejercicio, se hace de la misma manera
que la parte a).
Sean = < y elementos de [a,b]. Por el Teorema de Valor Medio existe

¢ € (x,y) de modo que
fly) = f(z) = f'(e)(y —x) > 0.

La desigualdad se tiene ya que por hipétesis f/(¢) > 0. Luego, despejando,
fy) > f(z).

Por otro lado sea ¢ € (a,b). Si f es creciente, entonces mirando signos

para x > c, WEO.
para x <c, MZO.
T —c

Por tanto
f/(C) — lim f(.’IJ) B f(C) >0

T—cC Tr—c -
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Ejemplo. 2. Consideramos la funcion f(x) = % Derivando f'(z) = ;—21

<
0, para todo = € R\{0}. Luego, aplicando el Teorema anterior, la funcion es
decreciente en la semirecta (—00,0) y en la semirecta (0,00). Observemos
que la discontinuidad en el punto x = 0 nos impide afirmar lo mismo en

todo el dominio de la funcion R\{0}.

I

F1GURA 2. Funcién mondtona decreciente.

Teorema. 2. Sea f : (a,b) — R una funcion derivable. Si para x1,z9 €
(a,b) existe A con

fla) <A< f'(z2),
entonces existe xo € (a,b) de modo que f'(xo) = .

g ¢ [ri,m] — R C o
x = g(z) = f(z)— . Ast g'(z) =
f'(z) — A. Si suponemos f’(x) # X para todo x € (a,b), entonces ¢'(x) # 0

Demostracidén: Sea

para todo x € (a,b). Por un corolario del Teorema del Valor Medio, g tiene
que ser inyectiva. Por ser g inyectiva y continua, necesariamente g tiene que

ser mondétona. Ahora

» si es estrictamente creciente, se tiene que ¢'(x) > 0, pero ¢'(z1) =

fi(z1) = A <0;

= si es estrictamente decreciente, se tiene que ¢'(x) < 0, pero ¢'(z2) =
f(xe) = A > 0.

En cualquier caso llegamos a contradicion. Luego se tiene el resultado O

El resultado anterior nos dice que una derivada no puede tener disconti-

nuidades de salto.

FicurA 3. No es la grifica de una derivada
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Claro que puede haber derivadas que no sean continuas.

Ejemplo. 3. Se considera la funcion

w?senl/z si x#0

f(z) =
0 st x=0.

Esta funcion es continua y derivable. Pero su derivada no es continua.

Demostracién: Por un lado |z2?sen1/z| < |z|. Lo que prueba que f es
continua en cero.

Por otro lado, por definicién de derivada,

r?senl/x

f/(0) = lim

r—0 €T

=0.
Ahora f’ no es continua en cero ya que no existe el siguiente limite

lim f'(z) = lim 2xsen1/x —cosl/z O
z—0 z—0

REFERENCIAS
DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, FACULTAD DE MATEMATICAS, UNIVER-

SIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
E-mail address: Cesar _Ruiz®@mat.ucm.es



