ANALISIS MATEMATICO BASICO.

POLINOMIOS DE TAYLOR. DEFINICION.

Vamos a considerar una funcién polinémica
P(x) = apx™ + 12" P+ -+ ayz + ap.

Observemos que

P(O) == ag
P0) = a
P’'(0) = 2aq
Pk)(O) = k!ak
PY(0) = nla,.
Ahora despejando los coeficientes del polinomio, éste lo podemos escribir
como
n
PR(0)
k=0

donde P%(0) = P(0) y 0! = 1.
Si tenemos un polinomio P de grado n cuyas potencias estdn dadas sobre

(z —a), es decir
Px)=an(z —a)" + an_1(x —a)" ' + ...+ as(z — a)® + a1 (z — a) + ao,

de forma analoga a lo de arriba, podemos escribir

n k) a
P(x):ZPk!( "3

k=0

Observacion. 1. Existe una relacion entre los coeficientes de un polino-
mio y las derivadas sucesivas del mismo. ;Algo parecido ocurre con otras

funciones?

De entrada damos la siguiente definicién.
1
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Definicion. 1. Sea f : R — R una funcion al menos n-veces derivable en
un punto a € Domf. Se llama polinomio de Taylor de la funcion f de

grado n y centrado en el punto a al polinomio

Ahora nos podemos preguntar que relacién hay entre una funcién f y sus

polinomios de Taylor (que varian segun el grado n).

s Para n =1, el polinomio de Taylor de grado 1 es

Pl,a(x) = f(a) + f/(a)(x — a); verifica que P17a(a) = f(a)

Pl,(a) = [f(a)
j 3 ’F[u'j } f I\"'-J. J[r"“',lwd:fé
(a T’r‘fi )
|
|
i._ —
ch
FiGurA 1. Polinomio de Taylor de grado uno.
= n = 2, el polinomio de Taylor de grado 2 es
7" (a) Prg(a) = fla)
Pyo(w) = f(a)+f'(a)(x—a)+ == (z—a)*; verifica que P,(a) = f(a)

FiGurA 2. Polinomio de Taylor de grado dos.

El polinomio de grado uno P; 4(z) = f(a) + f'(a)(x — a) no es més que
la recta tangente a la gréafica de f por el punto (a, f(a)). Como vimos, ésta

era una aproximacién de la funcién cerca del punto a € Domf.
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El polinomio de grado dos P q(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + @(m —a)?,
una parabola, parece una mejor aproximacién de f cerca de a, ya que en este
caso coinciden en el punto a hasta la segunda derivada. En general tenemos

el siguiente resultado.

Teorema. 1. Sea una funcion f : (a —€,a + €) — R derivable n-veces en
(a —€,a+€) con fcontinua. Entonces

T—a (x — a)” =0
Demostracién: Si al limite anterior le aplicamos n-veces la Regla de L’Hopital
llegamos a que

i 47 (@) — Prin()

z—a nl

=0

g

Observacion. 2. Se puede probar que si P(x) es un polinomio de grado n

de modo que para todo k < n se verifica que

@) - P()

=0
a—a  (x —a)k ’
entonces necesriamente P(x) = P, ,(x). Para ver la demostracion ver el

apéndice siguiente.

El resultado anterior nos permite hacer una prueba sobre maximos y

minimos relativos que dejamos pendiente desde el Tema de Derivadas.

Corolario. 1. Sea a € (a — €,a+€) C Domf de modo que existen f' y f"
en (a—¢€a+e)y f(a)=0.
a: Si f"(a) > 0, entonces a es un minimo local de f

b: Si f"(a) < 0, entonces a es un mdzimo local de f

Demostracién: b) Ejercicio.
a) Sabemos por el Teorema anterior que

f (@)~ Poalr) _

Jim S <0
Ahora
f(@) = Poalw) _ f(@) = ) = 552 —0) _ f@) = fla) f'@)
(x —a)? (x —a)? (x —a)? 2 ra

Luego se tiene que
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Como (x — a)? es positivo, necesariamente f(z) — f(a) > 0 en un entorno
de a. Luego por definicién de minimo local, a lo es [
Este resultado admite una versién mas general. Pensemos en funciones

5

como f(x) =2%y g(x) = 2% en a = 0.

Teorema. 2. Sea a € (a — €,;a + €) C Domf de modo que existen f’,
i f™ en (a — €,a + €). Ademds f'(a) = f'(a) = ..f" V() =0y
fm(a) # 0.

a: Sin es pary f (a) > 0, entonces a es un minimo local de f.

b: Sin es pary f”)(a) < 0, entonces a es un mdzimo local de f.

c: Sin es impar, entonces f no tiene un minimo ni un mdzimo local en

a.

Demostracién: La prueba de a) y b) es como la del Corolario.

c) Por el Teorema

0t 1) = Pral@) @) = f@) ),
a—a  (r—a)" a—a'  (z—a)" n!
Ahora si n es impar y supongamos que f™(a) > 0 (el caso f™(a) < 0 se
razona de forma anéloga), entonces
wsiz>a, (x—a)">0yast f(x) — f(a) > 0, cerca de q;
ssiz<a, (x—a)"<0yasi f(x)— f(a) <0, cerca de a.
Luego a no puede ser un minimo o maximo local [

Vamos a poner algunos ejemplos de cédlculo de polinomios de Taylor.

Ejemplo. 1. Vamos a calcular los polinomios de Taylor de las siguientes

funciones centrados en los puntos a que se indican.

1. f(x)=¢€", ena=0.
2. f(x)=¢€", ena=1.
3. f(x) =cosz, ena=0.
4. f(x) =senzx, en a = 0.
5. f(x)=Inz, ena=1.
Demostracién:
1. Para todo k se tiene que (ex)f)zo e¥ =1, asi
nok
x
Pmo(x) = -y
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2. Como en el caso anterior, (eﬂ”)f):1 =el =¢, asf
n
e(x — 1)k
Pusla) = 30 1
k=0
3. Si f(x) = cosz, se tiene que f'(x) = —senz, f’(r) = —cosz,

f"(z) = senz, y f*(z) = cosx; volvemos al principio. Asi f(0) = 1,
1(0) =0, f7(0) = —1y f”(0) = 0y se vuelve a repetir esta secuencia.
Por lo tanto . o o
(=1)"=z
P2n70(1') = ;) W
(ejercicio)
4. De forma muy parecida al caso del coseno, se ve el caso f(z) = senz,

n

(_1)kx2k+1

P. = —_

2n+1.0(%) kz_o 2k +1)!
(ejercicio).

5. Para f(z) = Inw, tenemos que f'(z) = 1, f"(z) = =}, f"(z) = &,
fz) = ;—f,...etc Viendo estas derivadas si suponemos que f*)(z) =
(=1)F ! (k=1)!

k

— , derivando tenemos que

—kxF N =Dk - 1) (=1)kk!

k+1 _ _
fr() = 22k =Tk
Luego por induccién hemos probado que
(=D '(k —1)!

M) =

Ahora el polinomio de Taylor buscado es

noo_1\k—1
Poa(z) =) L(m — 1)k

k
k=1

e y por tanto (1) = (=1)* 1 (k — 1)!

i Para que nos pueden servir estos polinomios de Taylor? Los polinomios

son faciles de evaluar, solo aparecen sumas y productos. Hay funciones més

dificiles de evaluar, pero se puede aproximar por su polinomio de Taylor.

Ejemplo. 2. Queremos evaluar f(x) =+/1+ x cerca de cero.

Demostracién: Para x = 0,1 tenemos f(0,1) = /1,1. ;Quién se acuerda

de como se hace una raiz cuadrada? Podemos hacer otra cosa.

f(z) = Vit y por tanto f(0)y=1
fl(z) = ﬁ y por tanto  f'(0) = %
f(x) = 4(1_7_&95)\/% y por tanto f”(0) = 5.
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El polinomio de Taylor de orden dos es por tanto
1 1
P270(£L‘) =14 §$ — §x2.
Ahora el polinomio de Taylor aproxima la funcién
1 1
1+§x—§x2:\/1+x si x~0.
Asi

O
Quizas en este caso es mejor recordar la regla del calculo para raices

cuadradas. ;Y si queremos calcular sen1 o In 27
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