ANALISIS MATEMATICO BASICO.

LA SERIE DE TAYLOR.

Si hacemos crecer el grado del polinomio de Taylor de una funcién, esto

nos lleva a una serie.

Definicion. 1. Sea una funcion f: R — R de modo que existe fk)(a) Para
a € Domf y para todo k € N. Se llama Serie de Taylor de f centrada en

a a la serie

oo k)a
ka(‘ )(ZL‘—(L)k.

k=0

Proposicién. 1. Sea una funcion f : R — R de modo que existe f*)(a)

para a € Domf y para todo k € N. Si

Rn,a (37) —n—o00 0>

entonces

0 rk)
1) =3 W oy

k=0

Demostracién:

n k) a X k) a
f(z) = Z / k:(' )(m —a)f + Rpo(®) 0o Z / k(' )(a; —a)*
k=0 k=0
O

En algunos casos podemos esperar escribir una funcién como una serie.
La pregunta es jcuando se produce esto? ;En que parte del dominio de la
funcion?

Cuando estudiabamos series, anunciamos que algunas funciones se podian
escribir en forma de serie. Recordemos aquellos casos.

ok

Ejemplo. 1. e* = Z % para todo x € R.

k=0
1
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Demostracién: Para f(z) = e” tenemos que

|f(@) = Pogl@)| = [e" =) 21 = [Bao(2)]

k=0

usando la férmula integral del resto

x t x —tm
[ orat) < maxgn, et [ B g
0 n' 0 n'

integrando
) —|:L‘ _ t|n+1 ) |x|n+1
_ X T __ xT
= max{1,e }(7(714_1)! |6 = max{1,e }7(71_1_1)!.
Ahora si x € [-M, M|, para cualquier M > 0, entonces
n k n+1
T L ‘ M M
N < LeM 2 0
e kzok!|—ma‘x{ ¢ }(n+1)! n—oo

(la serie Z @ +1)' es convergente, por tanto sus términos convergen a

cero, como vimos en el Tema de Serie). Por tanto
ok K2k
flz) = nﬁoozk— :Zk— para todo z €R
k=0 k=0
O

Ejercicio. 1. Queremos calcular las series de Taylor centradas en a =1 de
las funciones f(x) = e* y de g(z) = e*(x — 1)°.

Demostracién: Sabemos que e = 7° o 77 para todo x € R. También que

" o 2 (z— 1)k e
e’ =ee lzez(k!)zzk!(zl)k

lo que resuelve el primer caso.

Por otro lado,

o0 o
g(x) = e*(z — 1)° x—15Z%x—1 Z x—l)k,
k=0 k:5

lo que resuelve el segundo caso [

Observacion. 1. En el ejercicio anterior hemos usado implicitamente que
st un polinomio P tiene grado n y

i £@) = P(@)

— =0 para todo k <n,
r—a (x — a)

entonces P = P, ,.
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00 (_l)km2k+1

Ejemplo. 2. = senx = g ————— para todo x € R.
|
= (2k + 1)!
o0
(71)kx2k
= COST = g ~————— para todo x € R.
|
— (2k)!

Demostracién: Para f(z) = senz tenemos que
n (_1)I<::L,2k:+1

/@) = Prol@)] = [sene =3~

k=0

| = [Rno()]

usando la férmula integral del resto

x 2n+2)t x _t2n+1
-1 [ et < [ B
0 0

(2n+1)! (2n+1)!
integrando
_ (_|x _ t’2n+2 ‘a: _ |x’2n+2
@2n+2) 0 (2n+2)
Ahora si z € [-M, M|, para cualquier M > 0, entonces
n
(_1)k$2k+1 M2n+2
— < — 0
|sen kz_o Ohr | S @y e
(la serie Z?LO:O % es convergente, por tanto sus términos convergen a

cero, como vimos en el Tema de Serie). Por tanto
n (—1)k.%'2k+1 > (_l)kx2k+1

P— 1, ———————————— — ]R.
f(z) = lim 2 2k +1)! kzzo 2k + 1 P todo & ¢

La igualdad del coseno con su serie de Taylor se prueba de igual manera
O

Ejercicio. 2. Vamos a calcular senl con un error menor que 1073.

Demostracién: Hemos visto que para todo z € R
n (_1)kx2k+1 ]a:|2n+2

\%nx—g; okl S @i

en particular

]senl—zn: (-1* | < L
Ze 26+ 1! = 2n+2)
Ahora probando, si n = 2, entonces (2n + 2)! =6 x x5 X ... x 2 = 720. Asi
n=3
(I | 1
2x3+2)  8x7x720 " 1000.

Luego
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con un error menor que la milésima [J
No podemos esperar que las series de Taylor representen a cualquier
funcién. Los siguientes ejemplos van en esa linea. Ademéas vamos a ver otras

formas de calcular polinomios de Taylor y restos.

%0 21
Ejemplo. 3. arctanz = ;0(—1)]‘32]{_’_1 six e (—1,1).

Demostracién: Sea f(x) = arctan x, entonces

f() 1 1+ 2% — 22 z?
€Tr) = = = _—— =
1+ a2 1+ a2 1+ a2
repitiendo la misma idea
2, .4 _ .4 4 k+1,.2k+2
"tz —x 2, T 2, 4 Kook, (ZD)"
=1l-—=1- =..=1- —..(—1 -
1+ 22 T2 e gy
Como
k+1,.2k+2
Ha) — (1 — 22 4 24— (—1)Eg2k (Gl b i
limg,, L) = (l=a"+w CDT) iy e T

22k 22k
de la Observacién que hicimos respecto de este tipo de limites cuando de-
finimos los polinomios de Taylor (ver articulo Definicién de Polinomios de

Taylor), se sigue que
n
Pong=1-2+a"* — . (=D)F2? . (-1 =) (—1)F2?*
k=0
(71)n+1x2n+2
Ranol®) = 57—

para la funcién f'(x) = ﬁ
;,Cémo calculamos los polinomios de Taylor y los restos para la funcién
arctan 7 La respuesta parece sencilla, integrando. Segin el Teorema Fun-

damental del Célculo
(_1)n+182n+2

t /m L g /mzn:( 1)ks?r 4 d
arctanxr = S = — S ——— Qs
0 1-'—82 0 =0 1+S2

n 2k+1 T (_1 n+1 2n+2
SN +/ EDs
0

2

Pt 2k +1 1+s

Lo que nos dice que
n L 2
Popi1o=>» (-1) 1
k=0
Y T (71)n+182n+2
R xr) = -t ds.
on+1,0(2) /0 T2

para la funcién f(z) = arctan .
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Ahora si z € (—a,a) con 0 < a < 1, entonces

T (_1)n+152n+2 a Int2 a2n+3
| arctan x—Pay,q1.0(z) | = | / Td8| < / |s|*"ds = o 13 —n—oo 0.
0 0
Por otro lado, si > 1, entonces
1 x l,2n+1
| arctanx — Papp10(x) | > 2x2/ §2 T2 (s = yr—: —n—yo0 OO
0

Lo que prueba el ejercicio
O

Ejercicio. 3. Calcula la serie de Taylor de la funcién f(x) = In(z + 1).

Prueba que esta serie converge para x € (—1,1).

Ejercicio. 4. Consideramos la funcion
1
e 2, si x#0
x) = ’
/(@) 0, st =0
Prueba que las derivadas sucesivas de f en cero son nulas, es decir para todo
k e N, se tiene f* (0) = 0. Luego la serie de Taylor es la serie nula, que

_1
solo coincide con f en x =0, ya que e =2 # 0.

—1/h?
(Indicacién: Prueba que lim ——— = 0 para todo n € N. )
h—0 A"
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