AMPLIACION DE MATEMATICAS

GRUPOS CICLICOS.

Los grupos que pueden ser generados por un tinico elemento se llaman
Grupos Ciclicos. Un tnico elemento como generador hace que sea
facil trabajar con ellos. Ademas, mas adelante, veremos que los grupos
multiplicativos de los cuerpos finitos son todos ciclicos, algo que tiene

implicaciones en criptografia.

Definicién 1. Sea (G, x) un grupo.
A: Siexiste  {g1,92, -, gn} C G, un subconjunto finito de G, de
modo que
< 1,92y 00y G >=G
se dice que G estd finitamente generado.
B: Si existe g € G de modo que < g >= G, se dice que G es un
grupo ciclico y que g es un generador de G.

Ejemplos 1. 1. < 2>=27Z, asi el grupo (2Z,+) es ciclico y 2 es
un generador.
2. <1>=7.

3. (R,+4) no estd finitamente generado.

Definicién 2. Sea (G, *) un grupo. Sea g € G. Se llama orden de g
al menor entero k € N\{0} de modo que

G¥ = Gk g% o peces.. X G = €.
FEscribiremos Ord(g) = k.
Puede haber elementos de un grupo con orden infinito (por ejemplo

2 € (Z,+)) lo cuél no es muy interesante. En los grupos finitos (de
orden finito) todos sus elementos tiene orden finito.
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Proposicién 1. Sea (G, *) un grupo finito.
s Todo elemento a de G tiene orden finito.

n

» Sia € G yn es su orden entonces {a,a?,...,a" = e} forma un

subgrupo ciclico de G.

Demostracion: Tomemos un elemento a € G y consideramos el con-

junto de las potencias del elemento a,
{a,ad®,....,d", ...}

(solo operamos a con el mismo). Como G es finito estas potencias de a
se tienen necesariamente que repetir. Sea k,r € N de modo que

" =d"" o dF=d"xd",

ahora multiplicando por el inverso de a* tenemos que e = a”. Ahora
solo hace falta tomar el menor de los » € N con a” = e para conseguir
el orden de a.

Consideremos ahora

Todas estas potencias son distintas, de los contrario existirian k,r € N

con k 4+ r < n de modo que af = aF*"

y por el argumento anterior
a” = e. Lo cudl no es posible ya que r < n y por definicién de n (el

orden de a) es el menor natural que verifica a" = e.

Sean ahora a* a* € {a,a? ...,a" = e}. Claramente (a*?)7! =
a"*2 € {a,a? ....,a"} y ademds
a" (™)t = aMa" R = gt e {a,d? . a" = e

(claro, como 0 < k1 +n — ks < 2n,s1 0 < k; + n — ky < n es clara
la pertenencia anterior, si k1 +n — ke = n + r con r < n entonces
akitn=hkz — gntr = gng" = q").

Por la caracterizacién de subgrupos vemos que {a, da?, ....,a"™ = e} es
un subgrupo de G de orden exactamente n (|{a,d?, ....,a" = e}| = n).
Ademss, claramente < a >= {a,d?, ....,a" = e}, luego es un subgrupo
ciclico U]

Propiedades de los grupos finitos ciclicos son las siguientes.
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Proposicién 2. Si (G, x) es un grupo finito ciclico y a es un generador,
entonces
_ 2 k Gl _
G ={a,d? ...d, .. d°% =1}

(donde 1 es el elemento neutro y a¥ = a x a * a* ...p_yeces-.- * @).

Demostracion: Sea n el orden de a, que sabemos que existe por ser
G finito. Por la proposicion anterior sabemos que

<a>={a,da’..,a"=1}CG
es un subgrupo ciclico de G. Como a es un generador de G, esto solo
puede ocurrir si

n={a,a’ ...,a" =1} = |G|O

Proposicion 3. Todo subgrupo de un grupo ciclico finito es a su vez

ciclico.

Demostracion: Sea G =< a >, un grupo ciclico finito con a un gene-
rador. Sea S un subgrupo de G (S < G). Como G = {a,d?, ...,a", ..., al® =
1}, tomamos a* € S de modo que

ko =min{k : a* €5 }.
Solo nos falta ver que < a* >= S. Como S es subgrupo es claro que

< a" >C S. Sea ahora a* € S. Si ko|k es claro que ab e< a* > Si
no, por el Teorema del Resto, k = gky + r con r < kg y asi

a® = a™tT = (a")7 x q" = ((d™))d" =a" € S

lo cual no es posible ya que por eleccion de kg, éste es el menor natural
de modo que al elevar a a él, ésta potencia pertenece a S

Proposiciéon 4. Si S es un subgrupo de un grupo ciclico finito G,
entonces el orden del subgrupo divide al orden del grupo (|S| | |G|).

Demostracion: Sea a un generador de G, con orden de a igual a |G|y

ko

sea a® un generador de S con orden |S|. Entonces (a*0)Il = gkolsl = 1,

como el orden de a es |G| se tiene que
kol S| = m.c.om(ko, |G]).

De la definicién de minimo comtun multiplo y su caracterizacién como

el producto de los primos divisores comunes o no, se sigue que |S| divide
a |G|O
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Esta propiedad de que el orden del subgrupo divide al orden del
grupo es una propiedad general de los grupos finitos. En el caso de
grupos ciclicos es mas o menos sencillo de probar. En el caso general,
el Teorema de Lagrange, nos va a llevar un poco mas de trabajo.

Antes de avanzar mas, veamos algunos ejemplos del calcuo de ordenes

de elementos de un grupo.

Ejemplo 1. Sea (Z5\{0}, %) = ({[1], [2][3], [4]}, ).

Este es un grupo multiplicativo, ya que 5 es primo y sus congruencias
todas tienen inverso.

= [1] tiene orden 1 claramente.

= [2] tiene orden 4, ya que [21] = [16] = [1] y [2°] = [4] v [2%] = [3].
Luego [2] es un generador del grupo.

= [3] tiene orden 4, ya que [3*] = [81] = [1] y [3?] = [4] v [3%] = [2].
Luego [3] es un generador del grupo.

= [4] tiene orden 2, ya que [4%] = [16] = [1].

Ejemplo 2. Sea (Zg, x) = ({[1], [2], [4], [5], [7], [8]}, %)

Este es un grupo multiplicativo como hemos visto anterioremente.
Ademés, |Z§| =6
= [2] tiene orden 6, ya que [2°] = [64] = [1] y [2%] = [4],[2°] =
8], [21] = [16] = [7] ¥ [2°] = [32] = [5]. Luego [2] es un generador
del grupo.
= [4] tiene orden 3, ya que [4%] = [64] = [1] y [4%] = [16] = [7].
= [5] tiene orden 6, ya que [5?] = [25] = [7] y [5®] = [125] = [8].
Como el grupo es finito y ciclico (ya que 2 es un generador),
entonces el orden de [5] tiene que dividir al del grupo; como este
orden no es ni 2 ni 3, solo puede ser 6.
= [7] tiene orden 3, ya que [7?] = [14] = [5] y [7®] = [343] = [1].
= [8] tiene orden 2, ya que [8%] = [64] = [1].
Siempre encontramos que el orden de un elemento divide al orden
del grupo, ya que el orden del elemento es igual al orden del subgrupo
que engendra en el grupo.
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Ejemplo 3. Sea un grupo (G,x*) y sean a,b € G. Hay que probar que
1. Si Ord(a) =n y n = pq, entonces Ord(a?) = q.
2. Ord(a™') = Ord(a) y Ord(ab) = Ord(ba) (G no tiene por que
ser conmutativo).
3. St a yb conmutan y tienen ordenes finitos primos entre si, en-
tonces < a > () <b>={e}.

Demostracion:
= En el primer caso, por definicién de orden
e=a" = (a’)%
Si Ord(a?) = r < g, entonces e = (a?)" y se tendria que Ord(a) <
pr < n, lo que contradice la hipotesis.

1= (a7!)", deducimos

» ¢ = a", despejando (a")™! = e, como (a")
que Ord(a™') = n.
Por otro lado si Ord(ab) = 1, entonces a y b son inversos y
Ord(ba) = 1. Ahora se procede por induccién.
» Sice<a>[)<b> setiene que c = a" = b* para ciertos n, k €
N. ¢ estd dentro de grupos finitos y ciclicos, luego existe Ord(c)
con Ord(c)|Ord(a) y Ord(c)|Ord(b). Como ambos ordenes son

primos entre si, se tiene que Ord(c) = 1y asi ¢ = e[d
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