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1.- Se define <, > : Cl[a,b] x Cla,b] —— > R por
<f,g> = I f(x)g(x) dx

Probar que < , > es un producto escalar sobre Cla,b] que no es completo.

2.- a) Probar que las siguientes familias son ortogonales en los espacios
. . . .. inx
que se indican : ) {cosnx, sennx}nZO en Ly[-m,m]. w) { e } en
ne”Z
( Ly[-m, @], C) iil) las familias { cosnx }.>, VY { sennx }, > en
L,[0,m]
3.- Sea x,y € H, siendo H un espacio de Hilbert y x e y ortonormales.
Probar que Il x — y Il = I2
4.- Sea H un espacio pre-Hilbert. Si {e;,...,e,} es wuna familia
n
ortonormal de H y e ¢ [e,...,e ], probar que E,.1 =€ - Z <e,e;>e; es un
i=1
vector ortogonal a [e;,...,e ] y ademds [e;,...,e, ,e] = [eq,...re/E 1],

(Proceso de ortonormalizacidn de Gram—-Schmidt) .
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5.- Los polinomios P LX) = s (x? - 1) n = 0, se conocen
28n! ax"
como polinomios de Legendre. Probar que (P (x) ). =7 que es una familia
ortonormal y que [P;(xX),...,P (X)] = [l,x,xz,...,xn], para todo n € N.
(La familia {P,}a=0 es el resultado de aplicar el proceso de

ortonormalizacidén de Gram-Schmidt a {Xn}nzo € (L,[-1,11, R) ).

6.—- (Teorema de Riesz-Fischer). Probar que si (f_.) es una familia

ortonormal de un espacio de Hilbert separable H, entonces [f_] es i1sométrico
a ?,. Deducir que L,[0,1] es isométrico a &,.

7.—- Sea x,) una sucesidén de un espacio normado X. Si la sucesidn
converge a X € X v se considera la sucesidén de medias Cesaro
Xy + ... + X
1 k N
o, = K k € N, probar que (o) converge a X.

En lo que sigue las funciones que se presentan pertenecen a L,[-7,7m] y
por tanto admiten una serie de Fourier. Asi la convergencia que se presenta es
puntual p-c.t.p. Es mads, la convergencia es en todo punto por resultados
clasicos del Andlisis de Fourier.



8.- Sea f € C[-m,m] 2mM-peridédica y derivable. Probar que si f es par

(e.d. f(-x) = f(x) ), entonces se puede escribir:
o]
ag T
f(x) = 5 + | ancosnx
n=1
o]
Y por f(x) = Z b, sennx si f es impar ( e.d. f(-x) = -f(x) ).
n=1

o]
a) x =m - 2 Z Sennx , 0 < x <21
n
n=1
o]
x2 2 T cosnx
b) — = MxX — — + 2 ) , 0 = x =21
2 3 n2
n=1
o]
c) x =2 Z (-1 EERRE gk <om
n
n=1
o]
2
d) x° = % 4 a) (- EeEE L g <y saq
3 L n2
n=1
10.- Probar las siguientes igualdades:
1 m2 -1)" m2
a) I = b) vl = - =
L 2 6 L 2 12
n=1 n=1

(Indicacién: Usar las igualdades del ejercio anterior).

11.- Hallar las series de Fourier de las funciones:
i) f(x) = |x| il) f(x) = cos3x i)y  f(x) = e
12.- Sea f € C[-m, ] 2n-periddica y tal que su sucesidén de coeficientes

de Fourier pertenece a ﬂl. Probar que la serie de Fourier de f converge

uniformemente a f en [-m,m].



