NUMEROS COMPLEJOS.

1.- Calcula:
a) Re(1l+1) b) Im(3 — 2i) c) 3—2i d) (1+1)(3—21)
e)1/i  f)E g & h) (1+V3i)

2.- En cada caso, determina x y y reales que verifican:

a) x4+ yi = =Y b) z +yi = |z — yi

c) ,lgozooik = |z — yil.

3.- Halla el médulo y el argumento de los siguientes niimeros complejos:
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a)3+4i D) B+4)T (L) )B4 o)

4.- Determina los nimeros complejos z que verifican:
a) 22 =3—4i b) 22+ 2i+2=0 c) 2 =222 +4=0.

5.- Los tres nimeros complejos 3 + 47,1 y ¢ son vértices de un tridngulo en
C. Al girar dicho tridngulo 7/6 alrededor del origen, ;cuales serdn los vértices del tridngulo
que obtenemos?

6.- Calcular:
a) V=8 by Y—2+2 o) v—d+3i d)(1—i)
O (L B (A=) g (VB i)
7.- Describe los conjuntos de niimeros complejos que verifican las siguientes condiciones:

zZ—a

a) |z|] <1— Rez b) Im b:O, para todo a,b € C fijos.
c) |z—al+|z—0=r, donde a,b € Cy r > 0 son fijos.

- ~3
d) Rei_Z:O,paraa,bE(Cﬁjos. e)|z+3|:2.

8.- a) Demuestra que las raices n-ésimas de un nimero complejo no nulo se obtienen mul-
tiplicando una de ellas por las raices n-ésimas de 1.

b) Prueba que el producto de dos raices n-ésimas de la unidad es de nuevo una raiz n-ésima de
la unidad.

c¢) Prueba que la inversa multiplicativa de una raiz n-ésima de la unidad es de nuevo una raiz
n-ésima de la unidad.

9.- Resuelve los problema 6,7,8 de la Hoja Propiedades de los Numeros Reales y el 10 de
la Hoja Numeros Reales para x,y,z € C. ;Qué solucién tiene la ecuacién del problema 10 g)
siendo x, a, b, c nimeros complejos?

10.- Resuelve las ecuaciones: a) 22 — (5 — 144)z — 2(12 — 5i) = 0 b) 2" =Z.

11.- Sea z # 1 con |z| = 1. Determina si son ciertas las siguientes afirmaciones;

1+ 2

D 01/

es imaginario puro. b) El nimero z + 27! es real.



12.- Si z € Cy Re(1/z) > 0, entonces
a)z=7% b) Re(z)Im(z) >0 c) Rez >0 d) <z1/z>> 0.

13.- ;Cual de los siguientes niimeros es una raiz quinta de 7¢ 7
a) v/T(cos(2m/3) + sen(27/3)i) b) V/7(cos(3m/2) + sen(37/2)i)
) VI(1/vV2+(1/v2)i)  d) VTi.

14.- Describe la situacion de los nimeros complejos que cumplen que:
a) lz—1]=2 b) |z —1| = |z + 1| c)zZ=—z2 d)z=2z"1
15.- Sean z y w dos numeros complejos. Prueba que:
a) [lz] —fwl[<[z—w| y |zl = |w[| <]z +wl
b) |z —w]*+ |z +w|*> = 2(]z]* + |w|*) (Regla de paralelogramo).
16.-Sean z,v y w tres nimeros complejos tales |z| < |w|. Decide si son ciertas o no las
siguientes desigualdades; justifica la respuesta:
a) |zv| < |wo b) |z +v| < |w+ v|.
17.- a) Halla todas las raices cuartas de 1.

b) Determina el conjunto de nimeros complejos tales que su cuadrado coincide con alguna de
sus raices cuadradas.

¢) Demuestra que las raices n-ésimas de un nimero complejo no nulo se obtienen multiplicando
una de ellas por las raices n-ésimas de 1.

18.- Calcula:
a) v—1 b) vV—2+ 2i c) v—4+ 3.

19.- Sean 1,21 y 2o las tres raices cubicas de 1, con Argz; < Argz,. Calcula el nimero
complejo « tal que azo = 1.

20.- Expresar cos 3t y sen 3t como polinomios de sent y cost.

21.- Se consideran z, w,t € C de modo que |z| = |w| = |t| = 1. Comprueba que si z+w+t =
0, entonces los tres puntos estan situados sobre los vértices de un triangulo equilatero.

22.- a) Prueba que para cualquier nimero natural n, el polinomio z — 1 divide al polinomio
2" —1.

b) Demuestra que las raices n-ésimas de 1 distintas de 1 son soluciones de la ecuacién polindmica
4 424+ 1=0.

c¢) Prueba que si m y n son ndmeros naturales y m divide a n, entonces el polinomio 2™ — 1
divide al polinomio z" — 1.

23.-Sin=2,3,4,..... ; prueba que:

a) cos 2 +cos T 4 ... + cos Hn=br g

b) sen 2t +sen 4T + ... + sen 2207 —



24.- El punto del plano con coordenadas polares r =2y 6§ = 77 /6
a) estd en el segundo cuadrante;
b) estd alineado con el origen y el punto r =7y 6 = 7/6;
c) estd sobre la circunferencia de centro (0;0) y radio v/2;

d) dista 7/6 del (0,0).

25.- ;Cual de los siguientes puntos del plano estda mas alejado del punto 7
a) —i/3 b) V3  c)V3+3i/2 d) —1/2+i/2y.

26.- De un polinomio P(x) se sabe que sus coeficientes son nimeros enteros y que —6,7 y
1 — 24 son raices del polinomio. De este polinomio se puede decir que:

a) P es de grado 3 b) lim, , o, P(z) = 00
c) P esdegrado b d) el término independiente es divisible por 2.

27.- a) Si z es rafz del polinomio con coeficientes reales 2" + a,, 12" + ... + a1z + ag = 0,
prueba que Z también lo es.

b) Usar el ejercicio 4 b) para ver que el apartado anterior no es cierto en general si los coeficientes
son complejos.

28.- Encontrar las soluciones de la ecuacion:
3 .
2% = —46 + 9¢

si se sabe que z = 2 + 3i es solucion de la misma.

29.- Se pide descomponer el polinomio z* + 1 en

a) producto de polinomios con coeficientes en Q;
b) producto de polinomios con coeficientes en R;

c) producto de polinomios con coeficientes en C.

Haz lo mismo para los polinomios: 2% + 22 — x + 2 y o* + 223 + 222 + 2z + 1.



