V.C.A.F. HOJA-3

l1.- Sea f € H(O\{p}), con p € Qy Q abierto.

a) Probar que existe limZep f(z) si y solo si |f| estd acotada en un entorno
de p.
b) Si f(p) = limZep f(z), probar que £ € H(Q).

2.—- Sea f € H(Q\{p}), con p € Q yv Q abierto. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
a) f tiene un polo de orden m en p

b) 1/f tiene un cero de orden m en p
c) g(z) = (z — p)™f(z) tiene una singularidad evitable en o) v
g(p) = lim,y, g(z) # 0.

3.— a) Sea € € € un abierto no vacio. Si Q es conexo y A € Q es discreto,

probar que Q\A es de nuevo un abierto conexo.

b) Sea M(Q) el conjunto de funciones meroforfas sobre . Probar que M (Q)
es un cuerpo.

c) Establecer un Teorema de Identidad para funciones meromorfas.

4.— Si f tiene un polo de orden n en a, probar gque el residuo de f en a
estd dado por la fdérmula:

Res(f,a) = lim, g™ 1) (z)——"rr

donde g(z) = (z-a)lf(z).

5.— Sea f € H(E\{zo}) y sea (zp)
que f(z,) = 0 para todo n. Probar que f tiene una singularidad esencial en z;,
o bien f es nula.

una sucesién convergente a z, de modo

6.— Indicar si es <cierta la siguiente afirmacidn: "la funcién
1 1 ez , .
f(z) = 5 + = + — tien un polo de orden 2 en z = 0 y cuyo residuo es 1".

2 .

a) I rrrrrrrrrrrrrrrrrrr CE— - dz donde ¥(t) = rett, t € [0,2n] v n < r3 < n+l, n € N.
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LS
es la elipse {x + iy : %2 - xy + y2 + x +y =0 }
[00]

8.— Sea f una funcidén meromorfa en un abierto . Sea D(a,r) ¢ @ de modo
que y* = dD(a,r) no contiene ni ceros ni polos de f.
a) Si |f(z)| <1 Vz € y*, probar que el numero de las soluciones de la
ecuacién f(z) = 1 en D(a,r) es el mismo que el numero de polos de f en D(a,r).
b) Si |f(z)| <1 Vz € y*, probar que el numero de las soluciones de la
ecuacién f(z) = «, |a| = 1, en D(a,r) es el mismo gque el numero de polos de f
en D(a,r)
c) Si |f(z)| > 1 Vz € y*, probar que el numero de las soluciones de la
ecuacidén f(z) = B, |B| =1, en D(a,r) es el mismo gque el numero de ceros de f

en D(a,r).



9.- Sea P(z) = z8 + 6iz? + 8. Probar que P tiene todas sus raices en la
corona {z € C : 1 < |z| < 2}).

10.- Calcular el supremo de |f(z)| en el conjunto A en los casos:
a) f(z) = etz con A= {x + iy : 9x% + y% = 9}
b) f(z) = senz con A= {x+dy : 0 = x,y < 21 }
11.- Sea Q abierto, conexo y con un disco D(a,r) € Q. Sea f € H(Q) no

constante y de modo que |f| es constante en dD(a,r). Probar que f tiene al
menos un cero en el disco D(a,r).

12.- Si myn € N y P(z) =1+ z + gT + ... 4 iT + 3z", probar que P tiene
exactamente n ceros el el disco D(0,1).
13.- Sea (f.) una sucesién de funciones, f_ € H(Q) para todo n, sobre

n n
una abierto conexo . La sucesidén converge uniformemente sobre los compactos

de © a una funcién f. Si f tiene un cero de orden N en z, € Q, probar que
existen p > 0 y nyg € N de modo que para todo n = n; la funcién £, tiene
exactamente N ceros en el disco D(zy,pP) . Ademds, probar que dichos ceros
convergen a z,; (cuando n —- - )



