CARACTERIZACIONES DE LA COMPLETITUD DE R

Definicion 1. Diremos que un cuerpo ordenado K es arquimediano si lim,, o % = 0 en K. Esto es 1o mismo
que decir que N, visto como subconjunto de K, no estd acotado en K.

Por ejemplo, Q y R son cuerpos arquimedianos. Sin embargo no todos los cuerpos ordenados son arquimedia-
nos. Un ejemplo de esta situacion es el cuerpo de las funciones racionales (es decir las fracciones de polino-
mios), con el orden definido por P/Q > 0 <= lim,_, P(z)/Q(x) > 0.

Teorema 2. Sea K un cuerpo ordenado arquimediano. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Toda sucesion de Cauchy en K es convergente en K.

2. K tiene la propiedad del supremo; es decir, todo suconjunto no vacio de K que esté acotado superior-
mente posee una cota superior minima (supremo).

3. Todo suconjunto no vacio de K que esté acotado inferiormente posee una cota superior maxima (infimo).

4. Toda sucesion de intervalos cerrados, acotados, no vacios, y encajados cada uno en su precedente, tiene
interseccién no vacia en K. Es decir, que si I; = [aj,b;], j € N, es una sucesién de intervalos en K
tales que a; < bj, a; < ajy1,y bj41 < b para cada j € N, entonces existe un niimero x € K tal que
ze oy In.

5. K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass: toda sucesion acotada en K posee una subsucesion con-

vergente.
De un cuerpo ordenado que satisfaga una (y por tanto todas) de estas propiedades, se dice que es completo.

Es fécil ver (Ejercicio 1 de la Hoja de Problemas 2) que si K es un cuerpo ordenado completo, entonces K es
arquimediano. El reciproco es falso, como prueba el ejemplo de Q.

Demostracion. (1) = (2): Dado A un subconjunto no vacio y acotado superiormente de KK, existen a; € A,
y b1 cota superior de A. Obviamente a; < b, y podemos considerar el intervalo I; := [aj, b1]. También
podemos suponer que a; < b;. Dividamos el intervalo I; en dos subintervalos de igual longitud,

a;+b a;+b
Jay = [al,ll] » Ja2) = [11,51] :

2 ' 2
Podemos considerar ahora dos casos: primeramente, si el punto medio de Iy, “1erb1, es cota superior de A,
definiremos Iy := J(1 1), az := a1,y by = % En caso contrario, existird as € A tal que ay > ’“Qﬂ y

definiremos I = [a2,b1], y by := b;.
En cualquiera de los dos casos, se tiene que Iz = [ag, bs] estd contenido en 1, y los intervalos I, I tienen
las propiedades de que a; € Ay b; es cota superior de A, paraj = 1,2,y que
1
long(I3) < §long(11).
Continuemos este proceso indefinidamente: supuesto que hemos construido [y, Io, ..., I, intervalos de la
forma I; = [a;, b;] tales que I 11 C I;, a; € A, b; es cota superior de Ay
1
long(j11) < long(;)

para cada j, veamos como podemos definir /,,4; de manera que la coleccién Iy, ..., I, 1 sigue teniendo estas
propiedades. Dividamos pues el intervalo I,, en dos subintervalos de igual longitud,

an + bn an + bn
J(n,l) = |:an7 2:| ) J(n,?) = |:27bn:| .
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Nuevamente consideramos ahora dos casos: en primer lugar, si el punto medio de I,,, %, es cota superior
de A, definiremos 1,1 := J(n,1)7 An+t1 = Ay, Y bpt1 = % En segundo lugar, si dicho punto medio no

es cota superior de A, entonces existird an+1 € A tal que any1 > 225% y definiremos I;11 = [an+1,bn], y
bn+1 = bn
En cualquiera de los dos casos, se tiene que I, = [ay41,bn+1] estd contenido en I, y los intervalos

I, ..., I,,41 tienen las propiedades de que a; € A, b es cota superior de A, I;j11 C I;,y
1
long(Zj41) < §long(Ij)

para cada j.

Por induccién, existe entonces una sucesion (Ix)xen de intervalos I, = [ay, b;| de K con estas propiedades.
En particular, se deduce inmediatamente que

long(I) < %long(h) = 512—7ka1

para cada k € N.

Veamos que las sucesiones (ax) y (bx) asi construidas son sucesiones de Cauchy. En efecto, puesto que, por
ser K arquimediano, se tiene que

lim LY )

n—oo n
fijado cualquier € > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces

b1 —
long(I,,) < long(Iy,) < -
no

Entonces, si n, m > ng, tendremos que tanto [,, como I,,, son subintervalos de I,,,, y por tanto
|an — am| < long(l,) < e.

Esto prueba que (ay)nen es de Cauchy. El mismo argumento muestra que (b,,) también es de Cauchy. Por
hipétesis, tenemos entonces que (a,,) y (by,) convergen, respectivamente, a dos nimeros a y b en K. Pero de
hecho, puesto que

|ayn, — by| = long(l,) — 0 cuando n — oo,
se tiene que a = b.

Veamos por ultimo que ¢ = b = sup A. Por un lado, puesto que cada b,, es cota superior de A, si x € A se
tiene que x < b, para todo n. Luego, tomando limites, también es x < lim,,_,., b, = b. Es decir, x < b para
todo x € A, luego b = a es cota superior de A. Por otro lado, sabemos que cada a,, € A, luego, si 5 es una cota
superior de A, se tendrd que a,, < [ para todo n, y tomando limites obtenemos que b = a = lim,, o0 an, < 5.
Es decir, a = b < 3 para toda cota superior 3 de A. Por tanto a = b = sup A.

(2) <= (3) se deduce facilmente del hecho de que, si C' es un subconjunto no vacio de R y definimos
—C = {—c : c € C}, entonces C estd acotado inferiormente si y s6lo si —C estd acotado superiormente, y
ademds inf C' = — sup(—C).

(2) & (3) = (4): Sea (I,,) una sucesién de intervalos como en el enunciado. La sucesién (a,) es

creciente, y la sucesion (by,) es decreciente. Consideremos los conjuntos
A:={a, : neN}, B:={b, : n e N}.

Es claro que A estd acotado superiormente por by (y de hecho también por b,,, para cualquier n), y que B esta
acotado inferiormente por a; (y también por cualquier a,,). Por hipétesis, existen

a:=supA, b:=1inf B,
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y se tiene, por definicién de supremo e infimo y las observaciones anteriores sobre las cotas superior e inferior
de Ay B, que
an < a < by,

para todo n € N. De donde se deduce también que a < b, y que
ap <a<b<b,
para todo n € N. Por tanto

0 # [a,b] ) [an, bul,

n=1
y en particular existe z € (2, [an, bp).
Aunque no es necesario para la demostracién, veamos que de hecho [a,b] = (.2 ;[an, bs]. En efecto, si
z € (2 [an, by], se tiene
an, <x <b,

para todo n. Luego x es cota superior de A y x es cota inferior de B. Por tanto, por definicién de sup e inf,
a=supA <z <inf B=©9,

yasiz € [a,b].
(4) = (5): Sea (x,,) una sucesion acotada en K. Entonces existe M > 0 tal que

—M<zxz, <M

para todo n € N. Definamos n; = 1. Dividamos ahora el intervalo I1 := [a1,b1] := [-M, M] en dos

subintervalos de igual longitud,
ai + by a1+ by
Jag) = [al,] s Jag) = [,bl] -

Como (7n)nen C 11, al menos uno de los subintervalos J; 1y, J(; 2y contiene infinitos términos de la sucesion.
Escojamos pues uno de estos subintervalos con esta propiedad, y llamémoslo I, denotando Is = [as, ba].
Escojamos también ng > n; tal que x,, € I2 (lo cual puede hacerse ya que I contiene infinitos términos de
la sucesion).

Continuemos este proceso por induccion: supuesto que se han definido intervalos I1 D Iy D ... D I, de
la forma I; = [aj, b;], tales que cada uno de ellos contiene infinitos términos de la sucesién (xy,)n,en Y que
long(Z;11) = 3long([;), y nimeros naturales ny < ns < ... < ny, tales que @, € I,...,ay, € Ij, veamos
como definir I;11 y ny de forma que las colecciones Iy, ..., [y} Tp,, ..., T, ,, Mantengan estas propiedades.
Dividimos el intervalo Ij, en dos subintervalos de igual longitud,

ar+ b ar + b

Puesto que I, = [ag, b] contiene infinitos términos de la sucesién (), al menos uno de estos dos subinter-
valos contiene también infinitos términos de (). Escojamos uno de estos subintervalos con esta propiedad, y
denotémoslo Iy 41 = [ax41, br41]. Escojamos también ny 1 € Ntal que ngy1 > ng y Ty, € Ipgr.
Por induccidn existe pues una sucesion de intervalos cerrados y acotados encajados () y una subsucesion
(20, Jren de () neny tales que
T, € Ir, long(I) = %long(h),

y en particular limy,_, ., long(I;) = 0 (ya que K es arquimediano). Por hipétesis existe = € K tal que

x € ﬂ [ag, br].
k=1
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Veamos que limj,_,~, =, = x. En efecto, tenemos que
T, Tpy, € |ak, by]
para todo k, de donde deducimos que
|z, — x| < b — a, = long(I;) — 0 cuando k — oo,

y por tanto que limj,_, x,, = .

(5) = (1): Sea (z,) de Cauchy. Entonces (z,) estd acotada. Por hipétesis, existe (z,, ) subsucesion
convergente de (z,). Pero una proposicion anterior nos dice que toda sucesion de Cauchy que posea una
subsucesion convergente es convergente. Por tanto (x,,) converge. O

Observacion 3. En las hipétesis de (4) del teorema anterior, si ademds se sabe que 1im,,_,, long(Z,,) = 0,

entonces el punto x del enunciado es tnico.

Demostracion. En efecto, en la demostracion de (2) & (3) = (4) se ha visto que

o0

(a8 = () lan: bul.

n=1

donde a = sup{a, : n € N}, y b = inf{b,, : n € N}. Se tiene entonces que
a,b € [an, by

para todo n, luego
|a — b| <long(I,) — 0 cuando n — oo,

y por tanto a = b, es decir,
o

[ [an, ba] = {a} = {b}.

n=1

Corolario 4. El cuerpo R de los nimeros reales satisface todas las afirmaciones del teorema anterior.

Demostracion. Previamente hemos construido los nimeros reales a partir de los racionales y hemos visto que
el conjunto R de los nimeros reales tiene una estructura de cuerpo ordenado arquimediano. También hemos
visto que cualquier sucesiéon de Cauchy en R converge en R. Por tanto a R se le puede aplicar el teorema
anterior. U

Corolario 5. Si (a,,) es una sucesion creciente y acotada superiormente en R, entonces (a,,) converge, y

lim a, = sup{a, : n € N}.

n—0o0

Demostracion. Denotemos A = {a,, : n € N}, y a = sup A. Dado € > 0, por definicién de supremo, existe
algin elemento de A, digamos un a,, € A, tal que a,, > a — . Como la sucesién es creciente tenemos
entonces que a, > an, si n > ng. Por otro lado, a,, < a, por ser a cota superior de A. Luego

lap, —al=a—ap, <a—ap, <e€
para todo n > ng. Esto prueba que lim,,_, a,, = a. ]

Finalmente, veremos que R es, esencialmente (es decir, salvo isomorfismo de cuerpos ordenados), el Gnico
cuerpo ordenado completo.

Definicién 6. Sean (K, +,-, <)y (F,®,®, <) cuerpos ordenados. Se dice que K y F son isomorfos como

cuerpos ordenados si existe una aplicacién ¢ : K — F tal que:

1. ¢ es biyectiva.
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2. p(x+y) = p(x) ® ¢(y) paratodos z,y € K.
3. p(z-y) = p(z) © p(y) para todos z,y € K.
4. v <y = ¢(x) = p(y) para todos z,y € K.

En otras palabras, un isomorfismo de cuerpos ordenados es una aplicacién biyectiva entre dos cuerpos que
preserva las operaciones de suma y producto y las relaciones de orden definidas en dichos cuerpos.

Teorema 7. Si (F, ®, ®, <) es un cuerpo ordenado y F es completo, entonces existe un isomorfismo de cuerpos
ordenados ¢ : R — T.

Demostracion. Sean 0y 1 los elementos neutros para las operaciones @ y , respectivamente, en [F. Definamos

¢ : R — F como sigue. Primeramente definimos ¢ en Z C R por

n veces |n| veces

/_H . /_H .
0(0)=0, p(n)=10..81sin>0,yp(n)=16...41sin<0.
Es inmediato ver que ¢(n+m) = p(n)®e(m)y p(n-m) = p(n) ®p(m) para todos n, m € Z. Denotaremos

n=o(n), yZ={p(n):necZl

Ahora podemos definir ¢ en @) C R por
ny q._n
@ () = e ©pm) ™ = =
Denotaremos Q = ¢(Q). Es fécil ver que ¢ estd bien definida en Q, y que p(z + y) = p(z) ® ¢(y),
oz - y) = p(z) © ¢(y) para todos z,y € Q. Ademds, es claro que ¢ : Q — Q es biyectiva, y preserva la
estructura de orden, es decir, para todo ¢ € Q, se tiene que

0=<¢(q) < 0<q.
Por tanto ¢ : Q — Q es un isomorfismo de cuerpos ordenados. A partir de ahora denotaremos
a q

a=¢(q), atr=9¢lg+r), a-r=wlg-r), :ap(;)-
Veamos a continuacién cémo extender la definicion de ¢ desde Q hasta R para conseguir un isomorfismo
de cuerpos ordenados entre R y F. Dado = € R, sabemos que existe una sucesion (z,) C Q tal que z =
lim,, ;00 . En particular (z,,) es de Cauchy en Q. Como la definicién de sucesion de Cauchy sé6lo involucra
la operacién de diferencia de nimeros y la estructura de orden, y ¢ : Q — Q preserva tanto las diferencias
como el orden, es claro que (¢(x,,)) es una sucesion de Cauchy en Q C F. Como estamos suponiendo que F

es completo, entonces (p(x,,)) converge en F, y podemos definir

p(x) :=x:= lim x, = lim @(xy).
n—oo n—o0

Veamos que () no depende de la sucesion (x,,) escogida. Si (z),) es otra sucesion de ndmeros racionales
con lim,,_,o 2, = x, puesto que ¢ preserva diferencias y orden, es evidente que ¢ transforma sucesiones
convergentes a 0 en sucesiones convergentes a 0, y se tiene entonces que
O=z—z= lim z, — 2, = 0= lim x, ©x),
n—oo n—oo
luego

’ z /
x = lim x, = lim xj,.
n—o0 n—oo

Asi x = () no depende de la sucesion de racionales (z,,) escogida para que = = lim,,_, o Tp.
Por otra parte, usando el hecho de que ¢ transforma sucesiones convergentes a 0 en sucesiones convergentes

a 0, y por supuesto que ¢ : Q — Q es isomorfismo de cuerpos ordenados, es facil ver que p(x + y) =
(@) @ oY) (- y) = () ©p(y),yr <y = ¢(x) = ¢(y) para todos z,y € R. Por ejemplo, si
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(zn), (yn) C Q son sucesiones tales que x = limy, o0 Tp, ¥y = limy—y00 Yn, tenemos que

0=p(0) = lim ¢ (zn+yn — (@0 +yn)) = M0 o(20) B o(yn) O (T +yn) = () B p(y) Sp(z +y),

donde © denota la operacién de diferencia en F, luego

o(r) © p(y) = o(x +y).

Sélo queda comprobar que ¢ : R — [F es biyectiva. Para ver que ¢ es inyectiva basta probar que ¢(x) =
0 — =z = 0.Y en efecto, si (x,) C Q converge a x y p(z,) converge a 0, entonces = = 0, ya que si por
ejemplo x > 0 entonces existe ny € N tal que x,, > /2 para todo n > ny, luego ¢(x,) = xn = x/2 > 0
para todo n > ng, y por tanto 0 = p(x) = lim,, o p(z,) > x/2 > 0, luego 0 > 0, absurdo. Andlogamente,
es imposible que z < 0, y por tanto x = 0.

Finalmente, veamos que ¢ es sobreyectiva. Dado x € [F, podemos encontrar una sucesion (x,) C Q tal que
lim,, .~ Xn = X (esto es consecuencia de que IF es completo, luego arquimediano, y por tanto la representacién
natural de Q en IF es densa en IF; ver el ejercicio 1 de la Hoja de problemas 2). Sea z,, = ¢~ (xy,). Como (xp,)
es de Cauchy en IF, y ¢ : Q — Q es biyectiva y preserva el orden, es inmediato que (x,,) es de Cauchy en R.
Por tanto existe 1im,, -, z, = = € R. Entonces, por definicién de ¢,

p(z) = lm p(z,) = lim xy = x.



