PROBLEMAS DE ANALISIS DE VARIABLE REAL. HOJA 6.

1. Definamos f(z) = x?sin(1/x) para z # 0,y f(0) = 0. Supongamos también que h y k son dos funciones
tales que //(x) = sin?(sin(z + 1)), h(0) = 3, k' (z) = f(x + 1),y k(0) = 0. Hallar (f o h)'(0), (ko £)'(0),y
o' (2?), donde a(x) = h(x?).

2. Hallar f'(0) si

donde g es una funcién que cumple g(0) = ¢’(0) = 0.

3. Para cada una de las siguientes funciones, encontrar los extremos locales, y los intervalos de crecimiento y

de decrecimiento:

4. Hallar los extremos absolutos y los extremos locales de las funciones f en los intervalos indicados:
a) f(z) = |2® — 1],z € [-4,4];

b) f(z)=1—(x 1) z€0,2];

) f(z) = z|z? —12| x € [-2,3];

d) f(x) = z € [0,5].

5. Usar el teorema del valor medio para demostrar que las funciones sin y cos son 1-Lipschitz.

(z—1 (w 2)(:1: 3)°

6. Usar el teorema del valor medio para demostrar que ”T_l <logx < x — 1paratodox > 1.

7. Sea f : (a,b) — R una funcién continua en (a, b) y derivable en (a, b) \ {z¢}, donde xy € (a,b). Suponga-
mos que existe lim,_,, f'(z) = a. Demostrar que entonces f es también derivable en x¢, y que f'(z¢) = .

8. Sea f : R — R definida por
20 +2tsin(l)  siz #£0,

f(x) = ,
0 siz =0.

Probar que f tiene un minimo absoluto en 0, pero que su derivada f’ toma valores estrictamente positivos y
estrictamente negativos en cualquier intervalo de la forma (0, ¢) con e > 0, es decir, f no es creciente en ningin

intervalo de la forma (0, ¢).

9. Sea f : R — R definida por
L4 22sin()  siz #0,
fy = {2 e

0 siz=0.

Probar que f es derivable en todos los puntos, f/(0) > 0, y que f no es creciente en ningin intervalo abierto

que contenga a 0.

10. Demostrar que si f es derivable en (a,b), y su derivada f’ es continua en un punto ¢ de (a,b) tal que
f'(¢) > 0, entonces existe § > 0 tal que f es estrictamente creciente en (¢ — §, ¢ + §).
1



’ HOJA 6

11. Sea f : (a,+00) — R derivable en (a, +00) y tal que existe lim,_, + ~ f'(z) = a. Demostrar que:

fla+t)—f(x)
t

a) limg 400 = o paratodot > 0.

b) Si existe lim, 1o f(z) y es finito, entonces o = 0.
f(z)

) limg 00 =~ = .

12. Sean f y g derivables, y supongamos que f(a) = g(a) y f'(z) < ¢'(z) para todo x > a. Probar que
f(x) < g(x) para todo z > 0.

13. Demostrar que la suma de un nimero positivo y su inverso es al menos dos.
14. Demostrar que si f'(x) > M para todo = € (a,b) entonces f(b) > f(a) + M (b — a).

15. Supdngase que f'(x) > M > 0 para todo = € [0, 1]. Demostrar que existe un intervalo de longitud 1/4 en
el que se cumple que |f| > M/4.

16. Demostrar que si f’(c) > 0 entonces existe § > 0 tal que f(z) > f(c) para todo z € (c,c + 9).
Demostrar también que si se supone f’(¢) < 0 entonces puede encontrarse § > 0 tal que f(x) > f(c) para
todo z € (¢ — 4, ¢).

17. Utilizar el problema anterior para demostrar el Teorema de Darboux: Si f : [a,b] — R es derivable y
¢ es un nimero entre f'(a) y f'(b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = ( (es decir, toda derivada [
tiene la propiedad de los valores intermedios incluso cuando f’ no sea continua). Indicacién: analizar la funcién
g(z) := {(x — a) — f(x), aplicdndole el problema anterior para concluir que g alcanza su médximo en un punto ¢ del

interior de (a, b).

18. Utilizar la regla de 1’Hopital para calcular los siguientes limites:

lim, o+ (14 2)%,  lm,o %=,  limgo 7005;"”*1, im0 Ligflil),
limy %’ limg 0 W’ lim, o tan;:ﬁ;x’ im0 arct;nx’
im0 10%7 h/Inar:%OJr zlogZz’ 11,ma:~>0+ a log z, h,rnac~>0+ x2I7
lim, o0 27, lim, o+ 257, lim, o+ (sinz)®, lim, o+ (2 — ).

19. Sea f(0,00) — R derivable, y supongamos que lim,_, f(z) + f'(x) = L. Probar que debe ser
limy oo f(2) = Ly limy_yo0 f/(x) = 0. Indicacion: Escribir f(z) = e f(z)/e”.

20. Sean f(x) = x?sin(1/x) para x # 0, f(0) = 0,y g(x) = sinz. Probar que existen lim,_,o f(x),
lim, 0 g(z) y im0 f(2)/g(x) y son todos cero, pero que lim, o f'(z)/¢'(z) no existe.

21. Demostrar que si f y g son convexas y g es creciente, entonces la composicién g o f es también convexa.

22. Representar graficamente las siguientes funciones, hallando los intervalos en los que son convexas o con-

cavas:

fl@) =55, g(@) =355, hl@)=a+ 3,
— T
— 2

p(r) = 2, Y(z) =T, u(z) = zloga.

23. Si f : R — R es convexa y no constante, probar que lim,_, y ~ f(z) = +00 0 lim,_,_ f(x) = +o0.

24. Dibujar la grafica de la funcién

127’:_1 Si:USl,

f(l') — (1—x)1(5—7x) Si 1 <x < 5,

cos(bx —7) siz>5.

25. Demostrar que si f : R — R es derivable y acotada entonces existe una sucesion (z,,) tal que:

a) limy, o0 T, = 00,y
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b) lim, o f/(z,) = 0.

26. Dar un ejemplo de funcién derivable y acotada f : R — R para la que no se tenga que lim,_, ., f'(z) =0,
pero si que lim,_,~ f(z) = 0.

27. El paracaidista Felix Baumgartner sube en un globo a 39.000 metros de altitud y se deja caer libremente.
Sabiendo que en los primeros 46,8 segundos de la caida recorre 10.000 metros, y que la aceleracién de la
gravedad a dicha altitud es de 9,7 m/seg?, demostrar que en algin instante entre t = 0y t = 46, 8 su velocidad
es mayor que 340 m/seg.



