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Introduccion

Este manual desarrolla el programa de la asignatura troncal y obligatoria (del grado en Matematicas
de la Universidad Complutense) Andlisis de Funciones de Variable Compleja.

Permitanos el lector hacer unos breves comentarios introductorios al desarrollo propiamente dicho
del programa. Todo profesor de un curso de variable compleja, asi como todo autor de un manual sobre
este tema, tiene que enfrentarse a los dilemas de cémo definir las funciones holomorfas y cémo demostrar
los dos resultados claves del curso, a saber, el teorema de Cauchy y la férmula integral de Cauchy.

La via mds répida es desde luego definir las funciones holomorfas como las funciones que son de-
rivables en sentido complejo y tienen derivada continua. Junto con las ecuaciones de Cauchy-Riemann
y el teorema de Green, esta definicién permite dar demostraciones muy rapidas del teorema de Cauchy
y de la férmula integral de Cauchy. Esta es la via que siguen, por ejemplo, los libros de Gamelin y de
Greene-Krantz mencionados en la Bibliografia. Las ventajas de este método son su rapidez y la genera-
lidad del tipo de recintos para los que pueden establecerse estos resultados (es decir, todos aquellos a los
que se aplica el teorema de Green). Sus desventajas son la menor generalidad formal (respecto a otras
demostraciones que usan una definicién de funcién holomorfa en la que la derivada no se supone conti-
nua a priori, aunque por supuesto lo sea a posteriori), y precisamente el apoyarse en la férmula de Green,
un resultado que no siempre se demuestra en los cursos de Célculo Integral con el rigor y la generalidad
deseables.

La otra opcidn, representada en la Bibliografia por los libros de Ansemil-Ponte, de Rudin, y de Stein-
Shakarchi, es definir las funciones holomorfas como las derivables en sentido complejo (sin presuponer la
continuidad de la derivada), demostrar luego el teorema de Cauchy-Goursat, y a partir de ahi establecer el
teorema de Cauchy y la férmula integral de Cauchy, de la que podra deducirse facilmente la analiticidad
de las funciones holomorfas, y en particular la continuidad de sus derivadas. Las ventajas de esta via son
su mayor generalidad (en cuanto a la definicién de funcidn holomorfa) y el cardcter autocontenido de las
demostraciones (los resultados se prueban sin recurrir a la férmula de Green), lo que hace su desarrollo
mas estético. Las desventajas son una menor generalidad en la clase de recintos para los que se establecen
estos teoremas (abiertos convexos), y el mayor tiempo que se consume antes de llegar a ellos.

Creemos que no solamente el profesor debe ser consciente de la existencia de estas dos vias funda-
mentales para llegar a los teoremas principales del curso (asi como de sus ventajas e inconvenientes),
sino que también debe serlo el alumno, porque un estudiante de tercero de matematicas estd ya capacita-
do para comprender este dilema y apreciar las ventajas e inconvenientes de cada una de las estrategias,
y sobre todo porque ambos enfoques son muy instructivos. Nos resultaria inconcebible tanto ignorar la
conexion de estos resultados fundamentales con otras asignaturas, via el teorema de Green, como despre-
ciar la belleza y la potencia del teorema de Cauchy-Goursat y sus consecuencias. Por ello hemos optado,
al desarrollar esta asignatura, por demostrar dos veces los teoremas de Cauchy (en versiones ligeramente
diferentes), una vez con cada método. En primer lugar usamos la segunda estrategia, en el Capitulo 5
(Teoria local de Cauchy), para demostrar los teoremas de Cauchy para abiertos convexos, y con la de-
finicién més general de funcién holomorfa. Después (habiendo ya visto que las funciones holomorfas
son analiticas y en particular tienen derivada continua), en el Capitulo 7 (Teoria global de Cauchy), uti-
lizamos el primer método para probar que el teorema de Cauchy y su férmula integral son validos para
recintos mas generales.

Otro comentario que creemos oportuno hacer a propdsito de nuestro desarrollo es que para introducir
la definicion y algunas de las propiedades bdsicas de las funciones arménicas (como que localmente
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son partes reales de funciones holomorfas) no esperamos a la teoria del dltimo capitulo, sino que las
proponemos como ejercicios en el segundo capitulo. Nuestros motivos para hacer esto son que dichas
propiedades se basan en las ecuaciones de Cauchy-Riemann y no son dificiles de establecer, y por ello
pueden servir como ejercicios idéneos para ilustrar la importancia de estas ecuaciones y que el alumno
aprenda a manejarlas a la par que se familiariza de forma més temprana con las funciones armoénicas,
pensando en ellas (siempre localmente) como partes reales o imaginarias de funciones holomorfas, y en
las funciones holomorfas como funciones de la forma f = u + v donde u y v son arménicas.

También debemos decir que, a pesar de que es posible desarrollar satisfactoriamente la teoria de fun-
ciones de variable compleja de una forma totalmente autocontenida, creemos que en las clases siempre
deben subrayarse las conexiones de algunos conceptos y resultados de esta asignaturas con los de otras,
como Geometria Diferencial y Topologia, que el alumno cursa al mismo tiempo, y otras que podra es-
tudiar mas adelante, como Ecuaciones en derivadas parciales. Por poner un ejemplo, en el Capitulo 2
enfatizaremos que una funcién es holomorfa si y sélo si es de clase C'' y (en los puntos donde tiene de-
rivada no nula) transforma curvas que se cortan con un determinado dngulo en curvas que se cortan con
ese mismo angulo. Al establecer relaciones de este tipo creeemos que no sélo contribuiremos a que el
alumno aprenda mejor y mds rdpido al integrar los nuevos conceptos y resultados en una red de nociones
matematicas transversal a varias asignaturas, sino que también le ayudaremos a desarrollar su intuicién
geométrica sobre las funciones holomorfas, tan necesaria para resolver problemas no triviales y asimilar
demostraciones complejas. El tiempo empleado en establecer estas conexiones no serd ni mucho menos
malgastado, y ademds de hecho se recuperard por otros lados: por ejemplo, siguiendo este mismo princi-
pio, en el Capitulo 1 nos ahorraremos algunas demostraciones (elementales, pero aburridas y reiterativas
para un estudiante de este nivel) sobre limites y continuidad de funciones complejas, al hacer ver al
alumno que puesto que las funciones complejas son en realidad funciones de R? en R?, ya ha aprendido
todo lo necesario para justificar esos resultados en la asignatura de Célculo Diferencial.



Capitulo 1

Numeros complejos y funciones
elementales. Conceptos métricos y
topologicos en C.

1.1. Numeros complejos y funciones complejas elementales

Los ntimeros complejos pueden definirse informalmente como los niimeros de la forma z = x + 1y,
donde i = /=1,y z,y € R. A primera vista puede parecer dudoso que tenga sentido considerar
estos niimeros, y que el suponer la mera existencia de un nimero ¢ cuyo cuadrado sea —1 no lleve
a contradicciones. Por descontado, tal nimero ¢ no puede ser un nimero real, ya que el cuadrado de
cualquier real es un real positivo. Si admitimos que los nimeros de esta forma deberfan poder sumarse y
multiplicarse de acuerdo con la reglas

(z+iy)+(2'+iy') = (z+2")+i(y+y'); (a+ib)(c+id) = act+adi+bei+bdi® = (ac—bd)+i(ad+be),

se ve que los nimeros de la forma 7y deberian habitar una dimensién diferente y tener algunas propie-
dades exdticas. De manera algo mds precisa, el conjunto de los nimeros complejos deberia tener, para
empezar, una estructura de espacio vectorial sobre R del cual {1,4} seria una base, y también deberia
estar dotado de una operacién de producto que hiciera posible que i2 = —1.

Estas dos observaciones nos llevan a definir, ahora ya formalmente, el conjunto de los nimeros
complejos como el conjunto de los vectores del plano R?, con sus operaciones habituales de suma de
vectores y producto de vectores por escalares reales, junto con una nueva operacion: el producto complejo
de dos vectores (a, b) y (¢, d) se define como el vector (ac—bd, ad+bc). Con esta nueva operacion resulta
que el producto de (0, 1) por (0,1) es (—1,0). Si identificamos el ndmero real 1 con el par (1,0), y si
denotamos i = (0, 1), tenemos efectivamente que i> = —1, y vemos que en R, siempre ateniéndonos a
estas identificaciones, pueden resolverse ecuaciones del tipo 22 + 1 = 0, que no tienen solucién en R:
los niimeros i = (0,1) y —i = (0, —1) son soluciones de esta ecuacion, que puede escribirse de forma
equivalente como (z —i)(x + i) = 0.

La notacién cartesiana es engorrosa cuando se manejan nimeros complejos, y ademds no es muy
amigable, en el sentido de que no da pie a deducir, por ejemplo, la regla para el producto de dos nimeros
complejos si uno la ha olvidado momentdneamente. Ademds escribir (a,b) - (¢,d) para el producto
complejo puede inducir confusiones con el producto escalar de dos vectores del plano. Por ello resulta
mucho mds prictico identificar el par (a,0) con el nimero real a, y el par (0, b) denotarlo por bi. A los
nimeros de la forma bi con b € R se les llama imaginarios puros. De esta manera {1,:} es una base de
R?, y se cumplen

(x+idy)+ (@' +iy) = (z+2)+ily+9); (a+ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + be).

El plano R?, siempre que utilicemos estas identificaciones y esta regla para el producto complejo de
dos vectores, lo denotaremos por C, y lo llamaremos el conjunto de los niimeros complejos. También
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usaremos la notacién
z—w:=z+ (—w),

operacién que corresponde, por supuesto, a la diferencia de vectores en el plano.
Es un ejercicio sencillo comprobar que el conjunto C, con las operaciones de suma y producto asi
definidas, tiene las siguientes propiedades, para todos los z, w, & € C:

I. 24+ (w+ &) = (2 + w) + & (asociatividad de la suma);
2. z+ w = w + z (conmutatividad de la suma);

3. z+4 0 = z (el 0 es elemento neutro para la suma);

4. z + (—z) = 0 (existencia de opuestos para la suma);

5. z(w&) = (zw)¢ (asociatividad del producto);

6. zw = wz (conmutatividad del producto);

7. 1z = z (el 1 es elemento neutro para el producto);

1 T—1Y

x24y?

8. si z = x + iy # 0 entonces 2z~ cumple que zz~' = 1 (existencia de inversos para el

producto);
9. z(w+ &) = zw + z& (propiedad distributiva del producto respecto de la suma).

Es decir, (C, +, -) es un cuerpo conmutativo, del cual el conjunto R de los nimeros reales, identificado
con {z + iy € C : y = 0}, es un subcuerpo.

La férmula para el inverso de z resulta mds facil de recordar una vez que se definen la nociones de
ndmero complejo conjugado, y de mddulo de un niimero complejo. Dado z = x + iy € C, definimos su
conjugado, denotado por Z, como

zZ=x—1y.

La operacién de conjugacién corresponde geométricamente a una reflexién en C = R? respecto de la
recta R := {z + iy € C: y = 0}. Se define el médulo de z = z + iy por

1z| = Va2 + y2

Es decir, el médulo de z = = + iy no es mds que la norma euclidea del vector z 4 iy en C, que a su vez
es igual a la distancia de z = = + ¢y al origen. También usaremos con frecuencia las notaciones

xz =Rez, y=Im.

Geométricamente, Rez es la proyeccién ortogonal de z sobre la recta R en C, y ¢ Imz es la proyeccién
ortogonal de z sobre la recta iR := {x + iy : = 0}. Con estas notaciones resulta que

z - =—; Rez=——, Imz =
2|2’ 2 7 21

Es inmediato comprobar estas otras propiedades elementales del mddulo y el conjugado:

ZW = ZW;
|2l = [2];
|2 = 2 %;
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Las coordenadas polares en R? resultan muy titiles cuando se manejan circulos, sectores de circulos,
rectas que pasan por el origen, etc. Cada nimero complejo z = x + iy puede escribirse como z =

rcos@ + irsenf, con
r=+/22+y?=|z|, §=arctan <Q> ,
T

donde el angulo 6 estd determinado salvo suma de un multiplo entero de 27w. Como ya sabemos la
aplicacién

(0,00) X (=m, @] > (r,0) — rcosh +irsend € C\ {0}
es una biyeccion.

Definicion 1.1 (Exponencial compleja). Para cada 6 € R definimos

e .= cos® + isend,

y si z = x + iy € C, definimos
e = e%e.

Por tanto todo z = x + iy puede escribirse en la forma z = re'?, donde r = |z
univocamente en (—, 7] si z # 0. Denotaremos

, ¥ 0 esta determinado

Argz =0

para este tnico § € (—m, 7], y ala funcién z — Argz la llamaremos rama principal del argumento. Por
ejemplo se tiene Arg(i) = 7/2, Arg(1l — i) = —m /4. También usaremos la notacién

arg z = {2km + Argz : k € Z}

para la funcién multivaluada que para cada z € C \ {0} nos da todos los posibles nimeros 6 € R tales
que z = |z]e®.
Definiremos la rama principal del logaritmo como la aplicacién log : C\ (—oo, 0] — C definida por

log z = log |z| + iArg(2).

Es claro que se tiene
elogz =z,

y que log z coincide con el logaritmo usual en R cuando z € (0, 400). La funcién log definida asi es
inyectiva, pero la funcién exponencial compleja e* no lo es: de hecho se tiene 7257 = ¢* para todo
k € Z (se dice que e* es periddica de periodo 274). Veamos otras propiedades basicas de la funcién

0 — e,
Proposicion 1.1. Se tiene, para todos 0, p € R, que:
1. || = 1;
2. eif = e,
3 e—z‘@ — 1/61‘0;
4. ei0+9) — ,ibie.
Demostracion. (1) equivale a sen? § + cos? @ = 1, (2) es consecuencia de que sen es simétrica impar

L,
y cos es simétrica par, y (3) se deduce de (1) y (2) y la férmula 2= = Z/|z|2. Para demostrar (4),
observemos que esta igualdad equivale a

cos(f + ¢) +isen(f + ) = (cosf + isenh)(cosp + isen p)

= cosf cosp —senfseny + i (cosfsenp + sen b cos ) ,

que a su vez (igualando partes reales e imaginarias de ambos miembros) equivale a las férmulas de la
suma para las funciones seno y coseno, que son bien conocidas. O
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Corolario 1.2. Para todos z,w € C se tiene e*e¥ = e*T%,

Demostracion. Escribamos z = x + iy, w = a+ bi, con x,y, 2, a, b € R. Entonces, usando la definicién
de €7, el hecho de que e* T = e%e?, y (4) de la proposicién anterior, obtenemos

el — ea:+iyea+ib _ (ereiy) (eaeib) _ (exea) (eiyeib) _ ex—i—aei(y—i-b) _ e(:(:+a)+i(y+b) — e tw

O

Corolario 1.3. Se tiene, para todos z, z1, z2 € C\ {0}, que

1. argz = —argz;

2. arg(1/z) = —arg z;

3. arg(z129) = arg z; + arg zo.
Demostracion. Todas las propiedades son féciles; demostremos por ejemplo (3). Escribiendo z; =
T e%i, j = 1,2, y usando la proposicién anterior, tenemos

Z1%22 = <7’1ei91) <T26i92> = rlrgeielew? = 7"17’26i<91+02),

de donde se deduce (3). O

La propiedad (4) de la proposicion, o la (3) del corolario, nos desvelan el significado geométrico
del producto de dos nimeros complejos: si z; = 1€ y 25 = €' son dos nimeros complejos, su
producto es

2129 = rroet@1102)

un nimero complejo cuya distancia al origen es el producto de las distancias al origen de z; y 22, ¥y
que forma un 4dngulo con la recta y = 0 igual a la suma de los dngulos que forman 27 y z2 con esa
misma recta. En el caso particular de que los médulos sean 1, vemos que multiplicar nimeros complejos
equivale a sumar argumentos.

Estas observaciones nos permiten, por ejemplo, calcular las n raices n-ésimas de un nimero complejo
w, para cualquier n € N: escribimos w = pe’?, z = re?, y planteamos la ecuacién 2" = w, cuya forma
polar es

,rneinﬁ — pei<,07
de donde, igualando médulos y argumentos, deducimos que = p'/™, y ¢ = nf + 2km, con k € Z. Por
tanto, las n raices n-€ésimas de w son los nimeros z; definidos por
zj = pl/"eej, conf; = %2‘7”, j=0,1,...n—1

En el caso en que |w| = 1 estos puntos determinan los vértices de un poligono regular de n lados inscrito
en el circulo unidad, y uno de dichos vértices es precisamente el punto w.

Mis adelante veremos que todo polinomio complejo de grado n > 1 tiene exactamente n raices
complejas, contadas con sus multiplicidades (Teorema Fundamental del Algebra).

Examinemos con mds detenimiento el caso bdsico n = 2. La funcién z — w = 2° no es inyectiva:
cada punto w = pe¥ € C\ {0}, donde ¢ € (—, ), tiene dos antimagenes, z = 4p'/2¢*?/2. Podemos
definir entonces dos ramas de la funcién raiz cuadrada, dadas por f; : C\ (—o0,0] — C,

2

filw) = p*/2eiel?,

y fa(w) = —fi(w). A fi se lallama la rama principal de la raiz cuadrada. La eleccién de la semirecta
(—00, 0] para eliminarla del dominio de f; y obtener una inversa continua de 22 es arbitraria, aunque
natural. En cualquier caso pronto resultard claro que alguna semirecta (o alguna curva no acotada que
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comience en 0) hay que quitar a C para poder obtener una inversa continua de la funcién z2. Con esta
eleccion, observemos que la restriccién de g(z) = 22 al semiplano derecho U := {z € C : Rez > 0} es
inyectiva, y proporciona una inversa de f1 : C \ (—o0, 0] — U, que también es inyectiva.

En general, podemos definir, para cualquier n € N, la rama principal de la funcién raiz n-ésima
como [ : C\ (—00,0] — C, f(w) = e 198 donde log es la rama principal del logaritmo. Las otras
funciones raices n-esimas f; con este mismo dominio se obtienen multiplicando f(w) por los nimeros
complejos €27/ j = 1,...,n — 1. Cada una de las funciones asi obtenidas llevar4 de forma inyectiva
C\ (—o0, 0] en un sector del plano U; que el lector queda invitado a dibujar, de manera que la restriccién
de la aplicacién h(z) = 2™ a U; serd inyectiva (y funcién inversa de f;).

De forma atin mds general podemos definir z¢, para cualesquieraw € Cy z € C\ (—o0, 0], como

20— @ logz7
donde log es la rama principal del logaritmo. Mds adelante veremos cémo definir funciones de este tipo
en cualquier dominio abierto de C que no tenga agujeros y no contenga al 0.

Recomendamos al lector que examine con cuidado el comportamiento geométrico de las funciones
e?, log z, 2", zY/", analizando c6mo transforman diversos conjuntos bdsicos del plano complejo tales
como rectas paralelas a los ejes, semirrectas que pasen por el origen, circunferencias centradas en 0,
sectores de circulos centrados en 0, etc.

Veamos ahora cémo se definen las funciones trigonométricas en C. Usando la definicién de e, y
recordando que sen es simétrica impar y cos es simétrica par, obtenemos las igualdades

0

el —i6

=cosf +isenf, e =cosf —isenb,

que al sumarlas y restarlas nos permiten deducir

2i
Por tanto una manera natural de definir sen y cos en C (y, como veremos mds adelante, la tinica posible,

entre otras equivalentes, si queremos que sean funciones diferenciables en sentido complejo) es mediante

e’LZ + €7ZZ eZZ _ e*’LZ
cosz=———, senz=———, z€C.
2 21

Es claro que se verifican

cos(—z) = cosz, sen(—z) = —senz, sen(z+ 2km) =senz, cos(z+ 2km) = cos z,

cos(z) = sen (z + g)

para todos z € C, k € Z. Mas adelante veremos que todas las demas identidades usuales que involucran
a las funciones sen y cos en R (como las férmulas del seno o el coseno de la suma, o el hecho de que
sen? x + cos® x = 1) siguen siendo validas en C.

Las funciones trigonométricas hiperbdlicas se definen por

z —z z _

2

coshz = %, senh z =

Las demds funciones trigonométricas se definen de la forma usual: por ejemplo,
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1.2. Meétrica y topologia en C y sus subconjuntos

Puesto que C no es mas que R?, en donde los puntos se denotan ahora de la forma = + 4y en lugar
de (z,y), y donde hemos afiadido una operacién de producto, es natural definir la distancia entre dos
nimeros complejos como la distancia euclidea entre los puntos del plano que representan. Es decir, si
z = x 41y, w = a + bi, la distancia entre estos dos nimeros complejos es

d(z,w) = /(z — a)? + (y —b)?,

que por supuesto coincide con el médulo de z — w, es decir,

d(sz) = |Z - w|7

ya que el médulo de z no es mds que la norma euclidea de z. Asi pues, el conjunto C, con la distancia
asi definida, es un espacio métrico, y en particular un espacio topoldgico. A las bolas de este espacio
métrico las llamaremos discos. El disco abierto de centro zg € C y radio r > 0 lo denotaremos

D(zp,7) :=={2€C: |z — 2| <1},

y el correspondiente disco cerrado por

D(zp,7) ={z€ C:|z— 2| <r}.

Los abiertos, los cerrados, las sucesiones convergentes, las sucesiones de Cauchy, los puntos de acumu-
lacién, etc, de C son los mismos que en R?. Por tanto todos los conceptos métricos y topoldgicos que se
han estudiado en R™ se aplican directamente a C al particularizar en el caso n = 2. As{ por ejemplo un
conjunto 2 de C es abierto si y s6lo si para cada z € 2 existe > 0 tal que D(z,7) C €, y una sucesién
(zn) converge a z si y sélo si para todo e > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces |z, — z| < e.
Andlogamente, lim,_,,, f(z) = « si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — 29| < 0 entonces
|f(2) —al < e,y una funcion g es continua en z( siempre y cuando lim,_, ,, g(z) = g(z0). Por supuesto,
C es un espacio métrico completo, ya que R? con la distancia eucidea lo es.

También es obvio, al escribirlas como funciones de R? x R? — R?, que las funciones S, P : CxC —
C definidas por

S(z,w) =z+w, Plz,w)=zw

son continuas (por ejemplo, si z = x + iy, w = a + ib, P puede escribirse en notacién cartesiana como
P ((z,9), (a,b)) = (za — yb, xb + ya),

y es claro que P es continua porque sus funciones componentes lo son). En particular se obtiene que si
(zn,) converge a z y (wy,) converge a w entonces la sucesion de los productos complejos (z,w,, ) converge
a zw. Y también que si lim,_,,, f(z) = ay lim,_,,, g(z) = [, entonces lim,_, ., f(z)g(z) = ap.

Lo mismo sucede con las funciones Q(z,w) = z/w (definida para w # 0), C(z) = Z, €*, sen z,
cos z, etc, y con las combinaciones de todas ellas que involucren suma, producto, cociente, y composi-
cidn, en los conjuntos donde estén bien definidas. En particular observemos que si lim,_,,, f(z) = ay
lim,_,,, g(z) = B # 0, entonces lim,_,,, f(2)/g(z) = a/p.

También pueden considerarse sucesiones y series de funciones complejas y considerar su convergen-
cia puntual y uniforme. A este respecto, recordemos un criterio de convergencia de series de funciones
que nos serd muy ttil en capitulos sucesivos.

Teorema 1.4. [Criterio M de Weierstrass] Sean X un conjunto no vacio, y E un espacio vectorial
normado completo (espacio de Banach). Si (fy,) es una sucesion de funciones f, : X — FE'y existen
niimeros M, > 0 tales que

| frn(x)| < M, para todos x € X,n € N, yque
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o0
Z M, < o0,
n=1

. . fe'e) . . . 13
entonces la serie de funciones ) | [, converge uniformemente en X. Es decir, existe una funcion
f: X — FEtal que

N
A}gnoonzzl fn(z) = f(x), uniformemente en x € X.

Ademds, si X es un espacio topologico y cada f,, es continua en X, entonces f también es continua en

X.

Demostracion. La demostracién es igual, salvo cambios obvios, que la del caso en que X es un intervalo
de R, que es ya conocida. En todo caso no viene mal recordarla. Dado € > 0, existe Ny € N tal que
Z;”;NO M; < . Entonces, sin > m > Nj, se tiene

S FHil@) =Y fi@| =] Y. L@ <D 1@< > Mi<e (1.1)
j=1 =1

j=m+1 7=No j=No

para todo x € X. En particular la sucesién (E?:l fi (m)) N de las sumas parciales es de Cauchy en
ne

(y ademds uniformemente en x). Como E es completo, para cada z € X existe lfmy, 00 >y fj(2), al
que llamamos f(z). Asi, haciendo n — oo en (I.1)), obtenemos que para todo £ > 0 existe Ny tal que si
m > Ny entonces

fl@) =) filx)| <e (1.2)
j=1

para todo z € X. Es decir, que lim;, 00 > 12 fj(%) = f(x) uniformemente en z € X.

La afirmacion sobre la continuidad de f en el caso de que cada f, es continua se deja como ejer-
cicio para el lector (en caso de duda, repetimos que la demostracién es la misma que cuando X es un
subconjunto de R). 0

Al aplicar este teorema al caso de funciones complejas obtenemos lo siguiente: si f, : A C C — Ces
una sucesion de funciones para las que existen niimeros reales positivos M,, de forma que | f,,(x)| < M,
paratodon,y > >, M, < oo, entonces y .-, f, converge uniformemente en A.

Es importante advertir que, a diferencia de lo que ocurre con la topologia, la geometria lineal en C
es diferente de la de R?, cuando se considera a C como espacio vectorial sobre el propio C, en lugar de
sobre R. Es decir, hay que distinguir bien entre funciones R-lineales y funciones C-lineales: por ejemplo
la funcién C(z) = Z, que en coordenadas cartesianas se escribe (x,y) — (z, —y), es R-lineal pero no
es C-lineal. Lo mismo ocurre con los polinomios: todo polinomio complejo, es decir, toda funcién de la
forma

P(z)=ap+ a1z + ... + an2",

donde los a; son niimeros complejos, es también un polinomio real de R? en R?. Sin embargo, como se
ve de nuevo con el ejemplo C(z) = %, no todo polinomio de R? en R? es un polinomio complejo.

1.3. El plano complejo ampliado

A veces resulta util afiadir a C un punto especial, al que llamaremos punto del infinito y denotaremos
por co. El conjunto resultante, C U {oc}, lo denotaremos por C*, y nos referiremos a él como el plano
complejo ampliado, o la esfera de Riemann. La razén de esta dltima denominacién es la existencia de una
biyeccién natural, la proyeccion estereogrdfica, entre laesferaS? := {(X,Y,Z) € R3: X2 +Y?+ 72 =
1} y el conjunto C*, que nos permite identificar el polo norte N := (0,0, 1) de S? con el punto oo de C,
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y cada punto P = (X,Y, Z) de S? \ { NN} con la intersecci6n de la recta que une N y P en R? con el
plano Z = 0 de R? (plano que identificamos a su vez con C mediante la inclusién natural de R? en R3,
es decir R? > (x,5) + (z,9,0) € R?). Es inmediato comprobar que las ecuaciones de esta proyeccién
estereogrifica F : S — C* son

@) = P2 = (2500 ).

para todo (X,Y,Z) € S\ {N},y las de lainversa F'~! : C* — S? vienen dadas por

_ 2z
X = 1+ax24y?

- 2%y
Y= 142 4y?
7 — x2+y271
T+a2+y?°

y por supuesto F'~!(c0) = N.
La demostracién del siguiente resultado se propone como ejercicio.

Teorema 1.5. La proyeccion estereogrdfica lleva circunferencias de la esfera (definidos como intersec-
ciones de planos afines de R? con la esfera S?) en circunferencias o rectas de C. Mds precisamente:
lleva las circunferencias de S* que no contienen a N en circunferencias del plano, y las circunferencias
que si contienen a N en rectas del plano.

Por tanto tiene sentido referirse a las circunferencias y rectas de C como circunferencias de C*, y
viceversa.

Mediante la proyeccion estereografica podemos definir una topologia en C* que hace que este espacio
sea homeomorfo a la esfera S?, y en particular sea un espacio compacto: diremos que un conjunto W es
abierto en C* si y sélo si F~(WV) es abierto en S?, donde F': S? — C* es la proyeccion estereografica.
Esto equivale a declarar un subconjunto W entorno de un punto z en C* siempre que W contenga
un disco abierto de centro z, cuando z € C; o siempre que W contenga el complementario de un
subconjunto acotado de C, cuando z = oo. Los entornos tipicos de oo en C* son por tanto de la forma
U={z€C:|z| > R} U{oo}, con R > 0, y una sucesién (z,) en C converge a co en C* si y sélo si
la sucesi6n de ndmeros reales |z, | cumple que lim,, o |2,| = 00

Cuando se manejan funciones definidas en C* el siguiente cambio de variable facilita muchos célcu-
los: w = ¢(z) = 1/z, conviniendo que 1/0 = ooy 1/00 = 0. La aplicacién ¢ : C* — C* asi definida
intercambia los puntos 0 e 0o, y lleva entornos de 0 en entornos de oo, y viceversa, por lo que es continua
en 0 y en co. Ademads es biyectiva y continua también en todos los demds puntos de C. Por tanto ¢ es un
homeomorfismo de C* en C*. Resulta entonces, por ejemplo, que una funcién f : C* — C es continua
en oo siy solo si la funcion C 5 z +— f(1/z) € C es continua en 0. La interpretacion geométrica
de este cambio de variable ¢ es la siguiente: si identificamos C* con S? por medio de la proyeccién
estereogréfica, la funcién ¢ es una rotacién de 180 grados alrededor del eje X en la esfera.

1.4. Transformaciones de Moebius

Las transformaciones de Méebiusﬂ son funciones complejas de la forma

az+b

w:f(z):m,

donde a, b, ¢,d € C cumplen que ad — bc # 0 (esta condicién garantiza que f no es constante). En los
textos en lengua inglesa también se les llama fractional linear transformations. Como casos especiales
tenemos:

'El simbolo oo tiene diversas funciones en este contexto. Es dificil incurrir en confusiones graves por este motivo, pero si
el lector estima repugnante esta duplicidad es libre de denotar el punto del infinito en C* de cualquier otra forma.
%Esta seccién es opcional y su lectura puede posponerse hasta el capitulo 10.
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L f(z)
2. f(2)
3. f(2)
4. f(

az + b, con a # 0, es una transformacion afin;

z + b es una traslacion;

az es una dilatacién (u homotecia compleja);
z) = 1/z es una inversion.

Este tipo de funciones f pueden extenderse facilmente al plano complejo ampliado C* = CU {oo}: si f
es afin, se define f(co) := oo. Por otro lado, si ¢ # 0, se define f(—d/c) := o0,y

a+b/z a

f(oco0) :== lim f(z) = lim

= 1 = .
|z|—o00 |2|—o0 c—l—d/z c

Es inmediato comprobar que las extensiones de f asi definidas son continuas de C* en C*. Ademds, f
es afin si y s6lo si f(o0) = 0.

Proposicion 1.6.

1. Toda transformacion de Moebius es biyectiva, y su inversa es también una transformacion de
Moebius.

2. La composicion de transformaciones de Mdebius es una transformacion de Moebius.

Demostracion. Para comprobar (1) basta resolver

_az+b
Ccz+d
para z en funcién de w, y se obtiene
—dw +b _
2= —— = [TH(w),
cw—a
La demostracion de (2) es un célculo directo: si
az+b az+f3
f) = 0 0o =T
se obtiene que
(acx + by)z + (af + b9)
flg(2)) =

(ca+dy)z + (¢ +db)
]

Obsérvese que hay una correspodencia entre la composicion de transformaciones de Moebius f o g
y el producto de las matrices asociadas a f y g:

a b\ (a B\  [ac+by aB+bd
<c d) (7 5) B <ca+d7 cﬁ—i—dé) '
La matriz asociada a una transformacion de Moebius no es tnica: obviamente al multiplicar todos los
coeficientes por una misma constante obtenemos la misma transformacién. De hecho puede verse que
dos transformaciones de Moebius son iguales si y sdlo si sus matrices son iguales salvo multiplicacién
por constante no nula. Por tanto las transformaciones de Moebius pueden contemplarse como un espa-

cio proyectivo de matrices (denotado por PG Lo(C), el espacio resultante de identificar una matriz de
GLy(C) := {A: det(A) # 0} con otra siempre que ambas sean iguales salvo constante multiplicativa).

Teorema 1.7. Dados tres puntos distintos 2y, z1, z2 € C*, y otros tres puntos distintos wg, w1, wo € C¥,
existe una vinica transformacion de Moebius f : C* — C* tal que f(z;) = w; paratodo j =1,2,3.
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Demostracion. Basta demostrar el resultado en el caso particular en el que se desea encontrar f tal que
f(z0) =0, f(z1) = 1,y f(22) = co. Enefecto, si f tiene esta propiedad y g lleva wy, w1, w2 en 0, 1, oo,
respectivamente, entonces g_1 o flleva zg, 21, 22 en wq, wy, we, respectivamente.

Probemos pues la existencia de tal f.
Caso 1.1. co ¢ {20, 21, 22 }. Basta definir en este caso

Z— 20k — %2

z) = .
f( ) Z— 2221 — X0
Caso 1.2. o € {zp, 21, 22 }. Podemos suponer por ejemplo zy = co. Entonces
zZ1— 2
Z) =
fle) =22

es la transformacién buscada.
Veamos ahora la unicidad de f.

Caso 2.1. Supongamos f(0) = 0, f(1) = 1, f(co) = co. Entonces f es necesariamente afin, digamos
f(2) = az + b, para cierto a # 0, b € C. Ademds f(0) = 0 implica que b = 0, y entonces f(1) = 1
implica que a = 1. Por tanto f es la identidad.

Caso 2.2. Caso general. Supongamos que g y h son dos transformaciones de Moebius que llevan z;
en w; para cada j = 1,2,3. Sea ¢(z) una transformacién de Moebius que lleva 2y, 21,22 en 0,1, 00
respectivamente. Entonces f = ¢ oh o go ¢ !lleva0,1,00 en 0,1, co por este orden, y por lo ya
visto resulta que f es la identidad. Luego g = ho o to fop=hoy top =h. O

Teorema 1.8. Toda transformacion de Moebius es composicion de dilataciones, traslaciones e inversio-
nes.

Demostracion. Sea f(z) una transformacién de Moebius.
Caso 1. Supongamos que f(oo0) = oo. Entonces f es afin, y por tanto composicién de una dilatacién
con una traslacion.
Caso 2. Supongamos que f(oo) € C; entonces
az+0b

1) = cz+d’

con ¢ # 0, y podemos dividir numerador y denominador por ¢ y suponer por tanto ¢ = 1, es decir,
podemos suponer que f es de la forma

_az+b b—ad
f&) =g = 5
y es claro entonces que f es composicion de una traslacion, con una inversion, con una dilatacién, y con
otra traslacion:
zrz+d— ! — b_ad»—>a+b_ad = f(2).
z+d z+d z+d

O]

Teorema 1.9. Toda transformacion de Mdebius lleva circunferencias de C* (es decir, circunferencias o
rectas de C) en circunferencias de C*.

Demostracion. Gracias al teorema anterior, basta demostrar que esto es asi en el caso de traslaciones,
dilataciones e inversiones. Para traslaciones y dilataciones esto es obvio. Vedmoslo para las inversiones.
Consideremos primero el caso de una circunferencia de C* que no pasa por oo, es decir, una circun-
ferencia de C (recuérdese el Teorema . Su ecuacién es por tanto del tipo {z : |z — a|? = r2}, que es
transformada por w = 1/z en {w : |1 — aw|? = r?|w|?}. Escribiendo w = u + v y calculando

0=|1-aw—-r}w)® =1 - aw)(I = aw) — r*w|? = (Ja|* = r?)|w|* — aw — @w + 1
= (la)® = r})(u® +v*) + Au+ Bv + 1,

donde A, B € R (puesto que aw +aw = 2Re(aw) € R; explicitamente, A = —2Re(a), y B = 2Im(a)),
vemos que:
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1. Sir = |a| este conjunto es una recta en C.

, completando cuadrados se ve facilmente que este conjunto es una circunferencia en C.

En el caso de una circunferencia de C* que pasa por oo, es decir una recta en C, su ecuacion es del
tipo Cx + Dy = FE, y célculos parecidos muestran que la imagen por w = 1/z de esta recta es una
circunferencia cuando E # 0, y una recta cuando £ = 0. Los detalles de estos cdlculos se dejan como
ejercicio para el lector. O

1.5. Problemas

Problema 1.1. Resolver las siguientes cuestiones.
1. Determinar los nimeros complejos cuyo cuadrado sea igual a su conjugado.
2. Encontrar los niimeros complejos cuyo conjugado coincide con su inverso.
3. Hallar los nimeros complejos que son iguales al cuadrado de su conjugado.
4. Encontrar los nimeros complejos cuyo cuadrado coincide con el cuadrado de su conjugado.

5. Encontrar los nimeros complejos z tales que la suma (respectivamente, la diferencia) de z y su
conjugado es nula.

6. Hallar los nimeros complejos cuyos inversos son iguales a sus opuestos.

7. Determinar los nimeros complejos cuyo cuadrado sea: i) imaginario puro; ii) real positivo; iii) real
negativo.

Problema 1.2. Determinar y dibujar los conjuntos:

1. A={z€C:|z—i> + |z +i]?> <2}

2. B={z¢€C:|Rez| <|z|}.
Problema 1.3. Si z # 0 es un nimero complejo, probar que z, 1/Z , 0 estdn alineados.
Problema 1.4. Hallar los valores de n naturales para los que (1 + 7)™ es un nimero real positivo.
Problema 1.5. Hallar las raices sextas de 7 + 13:.
Problema 1.6. Sean wy, ..., w,_1 las n raices n-ésimas de 1. Demostrar que:

1. T =5(2 — wy) = 2" — 1 para todo z € C;

2. Yo we =

3. M} jwg = (—1)"—1;

4. 355

0,sil<k<n-1
n, sik =n.

Problema 1.7. Sea z € C\ {1} y tal que |z| = 1. Probar que z + 2~ ! es real y que 1% es imaginario
puro.

Problema 1.8. Demostrar que C no admite una relacion de orden total < tal que
w29 = 21+23 - 22+ 23,y

m 23> 0,21 = 29 = 2123 > 2223.
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Indicacioén: jes posible 7 > 0?
Problema 1.9. Probar que si ¢*T% = e para todo z € C entonces w = 2k para algin k € Z.

Problema 1.10. Determinar la transformacién de Mobius f tal que f(0) = —1, f(i) =0,y f(oc0) = 1.
Hallar f(L), donde L = {x + i : xz € R}.

Problema 1.11. Determinar la transformacién de Mébius f tal que f(—2) = 1 — 24, f(i) = 0,y
F(2) =1+ 2.

Problema 1.12. Demostrar que si f es una transformacién de Mobius que no es la identidad, entonces
f tiene uno o dos puntos fijos.

Problema 1.13. Justificar que las funciones e, cos z, sen z son continuas en C.
Problema 1.14. Probar que la sucesién de funciones

n + e*

fu(2) = m

converge uniformemente en cada conjunto Er = {z € C: 1/R < |z| < R} con R > 0. Comprobar
también que converge puntualmente en C \ {0}.

Problema 1.15. Sean z, w € C tales que Zw # 1. Demostrar que

1”:52 <lsilz|<1ylw| <1,
Yy que
1“’_f = 1silzl=1o]uw|=1.
—w=z

Problema 1.16. Denotemos por D el disco unidad abierto. Demostrar que para cada w € D fijo, la
aplicacion
w—z

Fz) = 1 —-wz

tiene las siguientes propiedades:
1. F(D) C Dy
2. F(0)=wy F(w) = 0;
3. [F(z)|=1silz|=1;
4. F : D — D es biyectiva.

Problema 1.17. Demostrar que la proyeccién estereogrifica lleva circunferencias de la esfera S? que
no contienen al polo norte N = (0,0, 1) en circunferencias de C- Demostrar también que si X es una
circunferencia de S? que contiene a N entonces dicha proyeccién lleva K en L U {oo}, donde L es una
recta de C.

Problema 1.18. Consideremos la funcién f(z) = 1/z,y sea L = {z + iy : Cx + Dy = E} una recta
de C. Demostrar que f(L) es un circulo de C si E # 0, y es una recta de C si £ = 0. Interpretar estos
resultados considerando que f esté definida de C* en C* (con f(0) = ooy f(o0) = 0).

Problema 1.19. Si f es una transformacion de Moebius, demostrar que f : C* — C* es un homeomor-
fismo, y calcular su inversa.



Capitulo 2

Funciones holomorfas. L.as ecuaciones de
Cauchy-Riemann y algunas de sus
consecuencias

En este capitulo definiremos las funciones holomorfas como las funciones complejas que son dife-
renciables en sentido complejo, y responderemos a la pregunta, natural y muy importante, de bajo qué
circunstancias una funcién de dos variables reales, con valores en R?, y diferenciable en sentido real
resulta holomorfa al considerarla como funcién de variable compleja con valores en C.

2.1. Funciones holomorfas

Definicion 2.1. Sean €2 C C abierto, y f : 2 — C. Se dice que f es holomorfa en zy (o diferenciable en
sentido complejo en zg) si existe el limite

o 1) = S (0).
2—20 Z— Z0

En caso de que exista, se llama al valor de este limite la derivada (compleja) de f en zg, y se denota

Fon) — 1 T2 =G0,

Z—20 Z — 20

Diremos que la funcién f es holomorfa en €2 si es holomorfa en todo punto zy € €. En el caso de una
funcién holomorfa g : C — C, diremos también que g es entera. El conjunto de todas las funciones
holomorfas en un abierto €2 lo denotaremos por H(£2). Si E' C C no es abierto, la notacién f € H(E)
indicard solamente que existe un abierto U (que podra depender de f) tal que f es holomorfa en w.

La siguiente observacion es a veces qtil: una funcién f es holomorfa en zg, con f’(zy) = a, si y s6lo
si existe una funcién ¢ con limy,_,o ¢ (h) = 0 tal que

f(z0+h) — f(z0) — ah = hy)(h).
De vez en cuando escribiremos
f(z0+h) — f(z0) — ah = o(h)

para referirnos a la existencia de una tal funcién ¢ sin nombrarla explicitamente. También escribiremos
g(h) = O(h) para referirnos a la existencia de una constante M y un ndmero § > 0 tales que |g(h)| <
M]|h| para todo z € D(0, ). En particular, si g(h) = O(h) entonces limj,_,o g(h) = 0.

15
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Algunos ejemplos de funciones holomorfas: la funcién f(z) = z es holomorfa en C, con f'(z) = 1.
Toda funcién constante z +— c¢o es holomorfa en C, con derivada nula. La funcién f(z) = 1/z es
holomorfa en C \ {0}, con f/(z) = —1/22, ya que

1/(z+h)—1/z:1, z—(z+h) -1 1

1’ e 1 —_ — 5.
B0 h h—0 z(z+ h)h B0 2(z+h) 22

Como ejemplo bdsico de funcién que no es holomorfa tenemos la conjugacion C(z) = z: se cumple que

Clz+h)—C(2) h
h T

y esta expresion no tiene limite cuando A — 0 (ya que a lo largo de la recta h = ¢ € R la funcién es
idénticamente 1, mientras que a lo largo de la recta h = it, ¢t € R, es constantemente —1). Sin embargo,
obsérvese que C(z) es una funcién de clase C*°(R?, R?); de hecho C(z) es incluso R-lineal.

Proposicion 2.1. Si f es holomorfa en zy entonces es continua en z.
Demostracion. f(zo + h) — f(z0) = f'(z0)h + o(h) = O(h). O
Proposicion 2.2. Sea QQ un abierto de C. Si f, g : Q2 — C son holomorfas en zy € () entonces:

1. f+ g esholomorfaen 2o,y (f + 9) (20) = f'(20) + ¢'(20)-

2. fg es holomorfa en zo, y (f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9' (20)-

3. Sig(z0) # 0 entonces f /g es holomorfa en zy, y

I\ F(20)9(20) — f(20)d (20)
<g> (20) = 9(20)>

Ademds, si U es un abierto de C, f : Q — U es holomorfa en zogy g : U — C es holomorfa en
wo = f(20), entonces la composicion g o f es holomorfa en z, y se tiene

(g0 f)(20) =g (f(20)) f'(20) (Regla de la cadena).
Demostracion. (1) es muy ficil y se deja como ejercicio. Para ver (2) basta escribir
f(z0+h)g(z0 +h) — f(20)9(20) _
f(zo0 +hh) — [(20)
h

— g(20)f'(20) + f(20)9'(20),

190+ 1) = 9(z0)

9(z0 + h) A

+ f(20

cuando h — 0, por la definicion de derivada y la proposicién anterior.
Demostremos ahora la regla de la cadena. Consideraremos dos casos.

Caso 1. Supongamos que f’(zg) # 0. Entonces de la definicién de derivada se sigue que existe § > 0 tal
que si 0 < |h| < ¢ entonces

fzo+h) = f(z0) | o | f'(20)|
h - 2

y en particular | f(zo + h) — f(z0)| > 0si 0 < |h| < d. Luego podemos dividir g(f(z0 +h)) — g(f(20))

por f(zo + h) — f(20) para h suficientemente pequefio (aunque no nulo) y tomar limites, obteniendo asi

1 9 o+ 1) = 9(f(20)) _ . 9(f(z0+ 1)) = g(f(20)) f(20 + 1) = f(20)
h—0 h h—0 f(Z() + h) — f(Z()) h

>0,

= g'(f(20))f'(20),

gracias a la definicién de ¢'(f(20)) y f'(20) y al hecho de que limy_ f(z0 + h) = f(20).
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0. Usando la definicién de derivada para ¢'(f(z0)) deducimos

Caso 2. Supongamos ahora que f’(zy) =
| < ¢ entonces

que existe 6 > 0 tal que si |w — f(29)

lg(w) = g(f(20))| < (Ig'(f(20))] + Dw = f(20)] := Afw — f(z0)].

Como lim,_,,, f(2) = f(20), existe r > 0 tal que si |h| < r entonces |f(z0 + h) — f(20)] < 0,y asi
podemos usar la desigualdad anterior con w = f(zp + h), obteniendo, para 0 < |h| < 7,

9(f(z0 + 1)) = 9(f(20)) ’ <4 ‘ f(z0+h) = f(#0)
h - h

— Alf'(20)] =0

cuando h — 0, y asi (g o f)'(20) = 0 = ¢'(f(20)) /" (20)-
Finalmente (3) se obtiene facilmente combinando (2) con la regla de la cadena y el hecho ya probado
anteriormente de que la derivada de 1/z es —1/22. O

Como consecuencia de la proposicion anterior y de hechos ya conocidos, tenemos por ejemplo que
cualquier polinomio complejo es holomorfo en C, y que cualquier cociente de polinomios complejos
P(z)/Q(z) es holomorfo en {z € C : Q(z) # 0}. Ain no podemos demostrar que otras funciones
complejas importantes, como e”, sen z, cos z, etc, sean holomorfas, pero todo esto lo podremos deducir
inmediatamente de los resultados de la siguiente seccion.

2.2. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann y algunas de sus consecuencias

Una funcién f :  — C definida en un abierto €2 de C es también una funcién f definida en un
abierto de R? y con valores en R?: si denotamos z = z + iy, u(z) = Ref(2), v(z) = Imf(z) e
identificamos z con (z,y) € R? y u + iv con (u,v), podemos escribir

f(z,y) = (u(z,y),v(z,9)),

y preguntarnos cudl es la relacion entre la posible diferenciabilidad de f vista como funcién de dos
variables reales y la posible holomorfia de f como funcién de una variable compleja. En vista del ejem-
plo f(z) = Z ya sabemos que el hecho de que f sea diferenciable en sentido real (o incluso de clase
C>(R?,R?)) no implica que f sea holomorfa. El siguiente teorema nos da una condicién que, al afiadir-
la a la diferenciabilidad en sentido real de f, resulta ser necesaria y suficiente para que f sea holomorfa.

Teorema 2.3. Sea f = u + iv una funcion definida en un abierto 2 de C y con valores en C. Entonces
f es holomorfa en un punto zqg = xg + iyg € €2 si y solo si las funciones u, v son diferenciables en zy y
sus derivadas parciales cumplen

(CR) 9u (20, 90) = %(xo,yo)
8 (20,0) = — 32
oy \L0,Y0) = — o, 0, Y0)-
Ademds en este caso se tiene que

ou Ov
f'(z0) = %(900, Yo) + 2%(550, Y0)-

Demostracion. Si denotamos por D f(z,yp) la diferencial (en sentido real) de f en z( y reservamos
f'(z0) para la derivada compleja de f, el enunciado es equivalente a decir que existe f’(z9) = a + ib si
y s6lo si existe D f(xq, o) y su matriz (respecto de la base canénica de R?) tiene la forma

Df(xo,y0) = (Z _b) :

a
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donde a,b € R. Supongamos primero que f’(zp), existe y denotémosla f’(z9) = a + ib. Entonces,
definiendo A como la aplicacién lineal A : R? — R? cuya matriz respecto de la base canénica de R? es

()

Ah = (‘Z _b> <j> = (as — bt,bs + at) = (a +1ib)(s + it), (*)

a

y denotando h = s + it = (s, t), tenemos que

luego
lfm f(z0+h) = f(z0) — Ah _ Ifm f(z0+h) — f(z0) = f'(20)h

=0
h0 |h| h=0 Al

como consecuencia de la definicién de f/(z). Esto significa que f es diferenciable en sentido real y que

Df(xo,y0) = A.
Reciprocamente, supongamos que f es diferenciable en sentido real y D f(xo,yo) tiene matriz del

tipo
a —b
b a)’
donde a,b € R. Definamos entonces w = a + ib. La igualdad (x) y la diferenciabilidad de f en zp =
(0, yo) implican que
f(z0+h) = f(20) —wh = f(z0+ h) — f(20) — Ah = o(h),

lo que a su vez nos dice que f es holomorfa en zg, con f/(zg) = w. O

Al sistema de ecuaciones en derivadas parciales (CR) se le llama ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Una consecuencia del teorema anterior es que si f es holomorfa en zg entonces

|f'(20)* = detD f(z0, o). @2.1)

Otra consecuencia, que se propone como ejercicio, es que si f es holomorfa en un abierto conexo {2
de Cy f' = 0en (, entonces f es constante en (2. También se verd en los problemas de este capitulo
que, gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann, las funciones armonicas (es decir, las que cumplen
Au = 0) en los abiertos de R? pueden caracterizarse localmente como las funciones que son partes
reales de funciones holomorfas.

Veremos a continuacién cémo las ecuaciones de Cauchy-Riemann pueden usarse para establecer que
localmente una funcién f es holomorfa y tiene derivada no nula si y sélo si f es una aplicacion conforme.

Proposicion 2.4. Si v : (—¢,e) — C es una curva de clase C* con v(0) = zy y f es holomorfa en zy
entonces el vector tangente a la curva o = f oy en f(2g) es

(f o) (0) = f'(20)7'(0).

Como consecuencia, si f es holomorfa en un abierto Q de Cy v : (a,b) — Q es una curva de clase C*,
se tiene que

& 160 = PO 1),

Demostracion. Por la regla de la cadena para funciones diferenciables en sentido real (que podemos
aplicar gracias al teorema anterior) se tiene

(f ©7)'(0) = Df(20)7'(0).
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Ademas, volviendo a utilizar teorema anterior,

—b
preo = (3 )
donde a + ib = f'(z0), luego, denotando y(t) = a(t) + i3(t), se ve que

Dra O = (5 ) (l)) = (00 = 450)80'0) + a0

= (a+1ib) (a’(0) +14B'(0)) = f'(20)7(0).
O

Definicién 2.2. Una funcién f : Q C R? — R? de se dice que es conforme en z, € ) si es diferenciable
(en sentido real) en zq y preserva dngulos en zp, lo cual significa que si v1,7y2 : (—¢,€) — € son curvas

de clase C'' con 1 (0) = 20 = 72(0) y 71(0) # 0 # ~45(0), entonces (f 0 v1)"(0) # 0 # (f 072)'(0), y
angulo ((f 071)'(0), (f 072)'(0)) = angulo (71(0),75(0)) ,

con la misma orientacion.
Diremos también que f : U — V es una aplicacion conforme entre dos abiertos de R? si es conforme
en cada z € U y es una biyeccion de U en V.

Teorema 2.5. Sea f : Q C R? — R2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. f:QCC — Cesholomorfaen zyy f'(z0) # 0;
2. f es conforme en z.

Demostracion. (1) = (2): Sean 1, 2 curvas como en la definicion anterior. Usando la Proposicion,
tenemos

(f ©7)'(0) = f'(20)7;(0) # 0
para j = 1,2. Ademads

angulo ((f ©71)'(0), (f ©72)"(0)) = dngulo (f (20)71(0), f'(20)72(0))
arg (f'(20)75(0 )—arg( 20)71(0))

arg(f'(20)) + arg(75(0)) — arg(f'(20)) — arg(+1(0))

arg(73(0)) — arg(v1(0)) = dngulo(+1(0), 12(0)),

y por tanto f es conforme en zg.

(2) = (1): Lafuncion f es diferenciable (en sentido real) en zg por ser conforme, luego en virtud del
teorema anterior bastard probar que f = w + ¢v satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto
zo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer zg = 0. Denotemos

Df(0) = <Z 2) ,

y para cada 6 € (—, ] definamos la curva g (t) = te® = t(cos 6, sen 6), de modo que
(fo79) (0) = Df(0)y(0) = (acosf + csenf,bcosd + dsen ).
Por hipétesis,
arg(e'”) = 0 = angulo ((f 070)'(0), (f 0 7)'(0)) =

angulo (a + ib,acos 0 + csen @ + i(bcos 6 + dsend))
arg (acos@+ csenf + i(bcost + dsenf)

a-+1b

e
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luego

, acosf + csen + i(bcos @ + dsend)
arg(a + 1b) = arg . ,

610

o equivalentemente, escribiendo cos § = (e 4 e7%) /2, sen 6 = (e — e~%)/2i y operando,

arg(a + ib) = arg <;(a +d+i(b—c))+ %e*m(a —d+i(c+ b))) :

Abhora bien, la Gnica manera en que esto puede ser posibleﬂ para todo 0 € (—m, 7| es que se tenga
a—d+i(c+0b)=0,
lo que significa que f = u 4+ ‘v cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann en 0. O

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann es muy sencillo comprobar que e**t% = e%(cosy +
iseny) es holomorfa en C. Se sigue entonces que también lo son las funciones sen, cos, asi como las
sumas, multiplicaciones, cocientes y composiciones de polinomios o de cualquiera de estas funciones,
donde estén bien definidas.

2.3. Teorema de la funcion inversa

Del teorema de la funcién inversa para funciones definidas en abiertos de R™ que toman valores en
R™ podemos deducir facilmente, particularizando en el caso n = 2, un resultado similar para funciones
holomorfas.

Teorema 2.6. [de la funcion inversa, version 1.0] Sean ) un abierto de C, zg € Q, y f : @ — C
holomorfa, con derivada f' continua, y tal que f'(z9) # 0. Entonces existen U entorno abierto de z
en Q 'y V entorno abierto de f(zo) en C tal que f|, = f : U — f(U) = V es biyectiva y la inversa
[~V = U es también holomorfa. Ademds,

(FY (w) =

I~ w))
para todow € V.

Demostracion. Al ser f holomorfay f’ continua, se tiene que f € C'!(€, R?) vista como funcién de dos
variables reales con valores en R?; ademds sabemos por (2.1)), y usando la hipétesis sobre f’(zg), que

detD f(z0) = |f'(20)> # 0.

Entonces, por el teorema de la funcidn inversa, existen U entorno abierto de zg en 2y V entorno abierto
de f(z0) en Ctal que f|, = f : U — f(U) = V es biyectiva y la inversa f~1:V — U esdeclase
C'. Veamos que f~! es holomorfa. Sea w; € V, pongamos que f(z1) = w1, con z; € U. Puesto que
f : U — V es un difeomorfismo C* sabemos que la aplicacién lineal D f(z1) es invertible, y por tanto
detDf(z1) # 0. Usando de nuevo (2.1)) tenemos que f’(z1) # 0. Consideremos ahora w = f(z), con
z € U; entonces

S Hw) — fH(wy) z—2z 1 1 1

wow )= JG)  TEE] T ) P ()

zZ—Zz

cuando w — wy, ya que f'(z1) # 0,y siw = f(z) = f(21) = w; entonces z — 21, por ser f !
continua. Esto prueba que f~! es holomorfa en cada wy € V, y también la férmula del enunciado. [

Mas adelante veremos que toda funcién holomorfa f tiene derivadas complejas de todos los 6rdenes,
y en particular f’ es continua (por ser derivable). Por esto la hipétesis de continuidad de f’ en el teorema
anterior es en realidad redundante.

'Es ficil demostrar que si z,w € C y la funcién t +— Arg(z + we™) es constante, entonces w = 0.
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2.4. Problemas

Problema 2.1. Recordemos que hemos definido, para cada z = x 4 iy € C, e* = e”(cosy + iseny).
Utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemman para demostrar que f(z) = e* es holomorfa en C, y que

f(z) =€~
Problema 2.2. Deducir del ejercicio anterior que las siguientes funciones son holomorfas, y calcular sus
derivadas:

1. senz = eizgf—iz
2. coszi= e
3. Senhz = 62726_2
4. cosh z := %

Problema 2.3. Demostrar que si f :  C C — C es holomorfa en un abierto conexo 2 de Cy f' =0
en (), entonces f es constante en 2.

Problema 2.4. Sea () un abierto conexo de C. Demostrar que si f : {2 — C es holomorfa y sélo toma
valores reales (es decir f(€2) C R) entonces f es constante.

Problema 2.5. Demostrar que si tanto f = u + iv como f := u — iv son holomorfas en un abierto
conexo {2 C C entonces f es constante.

Problema 2.6. Demostrar que si f es holomorfa en un abierto conexo €2 C Cy ademis | f| es constante,
entonces f es constante.
Indicacion: f = |f|?/f.

Problema 2.7. Comprobar que si f = u + v es holomorfa entonces | f'| = || Vul|| = || Vv]|.

Problema 2.8. Comprobar que si f = u + iv es holomorfa entonces Vv se obtiene rotando /2 el
vector Vu. Reciprocamente, si Vv = e/™/2Vuy f = (u,v) es diferenciable en sentido real entonces f
es holomorfa.

Problema 2.9. Demostrar que en coordenadas polares las ecuaciones de Cauchy-Riemann se expresan:

ou 1 v ou ov

o roe a0 or
Problema 2.10. Comprobar que, para cada m € Z, las funciones u, v definidas en coordenadas polares
por u(re®?) = r™ cos(mf), v(re’?) = r™ sen(mf) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Problema 2.11. Definamos los operadores diferenciales 0/0z y 0/0z por

6f:1<8+18>f

8z 2\0x  idy
y

or _1(0 10,

0z 2\0x io0y)”’

para cada funcién compleja f = u + iv. Comprobar que las ecuaciones de Cauchy-Riemann para f
equivalen a
of _

0z
Deducir que f : 2 C C — C es holomorfa si y sélo si f es diferenciable en sentido real y 0f/0z = 0.
Ademas, en tal caso
_of

7=

0.
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Problema 2.12. Demostrar que las funciones

arcsenz := —ilog(iz + /1 — 22),

definidas para z € C \ ((—o0, —1] U [1,4+00)), son derivables, y calcular su derivada. Mostrar que esta
funcién coincide con el arcsenz usual cuando z = z € (—1,1).

Problema 2.13. Sea f : QO C C — C holomorfa e inyectiva, con derivada f’ continua y tal que f/(z) # 0
para todo z € ). Demostrar que

mea<f<9>>-/£\f%z>Fdxdy.

Problema 2.14. Consideremos la funcién f(z) = 22, y los recintos D = {z € C : |2| < 1} y E=
{z € C: |z — 1| < 1}. Dibujar los conjuntos f(D)y f(E), y calcular sus dreas.

Se dice que una funcién u : 2 C R™ — R es armdnica si es solucion de la ecuacion de Laplace:

Au =0,
donde ) )
0“u 0“u
A I
Y 0x12 + 0xp?

y entendemos que u es por lo menos de clase C?.

Problema 2.15. Demostrar que si u +iv = f : Q C C — C es holomorfay u,v € C?(£2) entonces u y
v son arménicas]

Si u es arménica en 2 C R? y v es arménica en € y cumple que u + iv es holomorfa en €2, se dice
que v es una conjugada armonica de u.

Problema 2.16. Demostrar que la conjugada armdnica, si existe en un abierto conexo §2 de C, es unica
salvo una constante aditiva.

Problema 2.17. Comprobar que u(z,y) = 2y es arménica en R?, y hallar una conjugada arménica de
u.

Problema 2.18. Generalizar la estrategia de la solucion del ejercicio anterior para demostrar que si €2
es un disco abierto, o un rectdngulo abierto con lados paralelos a los ejes, y u(x,y) es arménica en €2,
entonces existe v conjugada arménica de u en €2, y que v es de la forma

Y ou T ou
o) = [ Gttt [ S s )ds +C.
" ox 20 y

Problema 2.19. Comprobar que la ecuacion de Laplace en coordenadas polares es

d?u  10u 1 9%u

a2 Tror Troe =

Problema 2.20. Usando el ejercicio anterior, comprobar que log |z| es arménica en C \ {0}, pero no
tiene ninguna conjugada arménica en C \ {0}.

Problema 2.21. Si f € C*(R%:R) y % + 227{ = 0, comprobar que la funcién g = % + i% es
holomorfa en C.

2Veremos mds adelante que si f = u + iv es holomorfa entonces f tiene derivadas complejas de todos los 6rdenes, y
u,v € C°°(Q). Por tanto la hipétesis de que u, v € C?(£2) es redundante en la practica.
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Problema 2.22. Demostrar que si z,w € C y la funcién (—m, 7] > 0 +— Arg(z + we') es constante,
entonces w = 0.

Problema 2.23. Sea f holomorfa con derivada continua en D(0,2), y supongamos que f es inyectiva
en D(0,1),y que f'(z) # 0 para todo z € D(0, 1). Demostrar que existe € > 0 tal que f es inyectiva en
D(0,1+¢).

Problema 2.24. Hallar una aplicacién conforme de la banda horizontal {z € C : —a < Imz < a}enel
semiplano de la derecha {w € C : Rez > 0}.

Problema 2.25. Sea f = u + iv una funcién de clase C''(Q) tal que detD f(z) # 0 para cada z € (2
(abierto conexo en C). Supongamos que, para cada z € €2, D f(z) lleva vectores ortonormales en vectores
ortogonales de la misma longitud ¢(z). Demostrar que, o bien f es holomorfa (cuando detDf > 0 en
€2), o bien f es holomorfa (cuando detD f < 0 en ). El reciproco también es cierto.

Problema 2.26. Este ejercicio difiere del problemal2.9en que ahora consideraremos coordenadas polares
no sélo en el plano xy, sino también en el plano wv. Es decir, supongamos que f :  C C — Ces
diferenciable en sentido real, y denotemos

(x,y) = ¢(0,1) = (rcos,rsinb),

() = () = 6 (u,v) = (arctan(5), (u* ++7)/%),

ysea g := 1 o f o ¢, de manera que

(p,p) = g(0,7) =¥(f(p(0,7))).

Usar la regla de la cadena para calcular la diferencial de g en (6, r), y comprobar que (u,v) = f(x,y)
cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y sélo si

%_T@p %_ 1 0p

80 — por’ ar  prod
Problema 2.27. Dada f = wu + v holomorfa en 2 C C, probar que las curvas implicitas {z + iy :
u(z +1y) = u(z20)} y {z + iy : v(x + iy) = v(zp} son ortogonales en cualquier zy = xg + iyp € € tal
que f'(z0) # 0. Deducir que los conjuntos de nivel de las funciones u y v se cortan ortogonalmente en
todos los puntos donde f tiene derivada no nula.

Problema 2.28. Sean 2 C C un abierto convexo, y f € H(2) tal que Ref’(z) > 0 para todo z € €.
Demostrar que f es inyectiva en 2.
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Capitulo 3

Series de potencias complejas

Una serie de potencias centrada en un punto zg de C es una suma infinita del tipo

[e.e]
Z an(z — 20)",
n=0

donde z, a,, € C para todo n.

Definicién 3.1. Diremos que la serie Y > ; a,,(z — z)" converge a un nimero complejo f(z) si

Diremos que la serie Y .~ an(z — 20)™ es absolutamente convergente si la suma de nimeros reales

positivos Y > |an(z — 20)"| es finita. Por ltimo, diremos que la serie Y >~ ; a,(z — 29)" es uniforme-
. . N ;

mente convergente a f(z) en un conjunto D si limy_,o0 Y, an(z — 20)" = f(z) uniformemente en

z€D.

Mediante el cambio de variable w = 2z — zg, a efectos de estudiar resultados de convergencia o
divergencia de series de potencias, siempre podemos suponer que zg = 0, es decir, que la serie de
potencias esté centrada en 0, y por tanto es del tipo

[o.¢]
E anz".
n=0

Obsérvese que si » -, a, 2" es absolutamente convergente para z = w entonces también lo es para
todo z tal que |z| < |w]| y, en particular, aplicando el criterio M de Weierstrass, resulta que > 7 j ap2"
es uniformemente convergente en el disco cerrado D(0, |w]).

Teorema 3.1. Para toda serie de potencias Y -, anz" existe un vinico R € [0, 00| tal que:
1. Paracadan € [0, R) la serie Y o2 a,z"™ converge absoluta y uniformemente en D(0,n).
2. Si|z| > R entonces la serie y .-, anz" diverge.

Ademads este niimero R estd determinado por la férmula de Hadamard:

1
= :h’msup\an]l/", 3.1

n—oo

donde convenimos que 1/0 = coy 1 /o0 = 0.

25
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Demostracion. Definamos R por (3.1), y supongamos primero que R € (0,00). Consideremos L =
1/R = limsup,,_, |an|"/". Si 0 < 7 < R, podemos elegir ¢ tal que
r:=(L+¢e)n<1,
y entonces, por definicién de lim sup, existe ng tal que si n > ng entonces
|an|1/n <L+e,

luego
|an|n™ < (L +¢)"n" =",

y por tanto

o0 o0 1
n n
> faalt < 3 v <
n=no n=ng
lo que prueba que > 7 |a,|n™ < oco. Usando ahora el criterio M de Weierstrass, deducimos que
Y ool g anz™ converge absoluta y uniformemente en el disco D(0, ).
Por otro lado, si |z| > R, podemos elegir ¢ tal que

s:=(L—¢)lz] >1,

y por definicion de lim sup existe una sucesion estrictamente creciente (1) jen de nimeros naturales tal
que
|a/nj‘1/nj 2 L— €,

luego
lan; 2" | > (L — €)™z = " — o0

cuando j — oo, y en particular > > ; a, 2" diverge.
Supongamos en segundo lugar que R = oo. En este caso, el mismo argumento que antes muestra
que > 7, anz" converge absoluta y uniformemente en el disco D(0,n), para cualquier > 0.
Supongamos por dltimo que R = 0. Entonces, para cualquier z con |z| > 0, como L = oo podemos
encontrar una sucesion estrictamente creciente (1) jen de nimeros naturales tal que

2
1 .
’anj| /nj Z 97
luego
lan; 27| > 2" — oo
cuando j — oo, y por tanto Y > a, 2" diverge. O

Al disco abierto D (0, R) determinado por el teorema anterior se le llama disco de convergencia de
la serie de potencias ) °  a,z". Conviene observar que para |z| = R, es decir, en la frontera del disco
de convergencia, la situacién es mds delicada: por ejemplo, puede haber convergencia para algunos z
con |z| = R pero no para otros; también puede suceder que la serie diverja para todo |z| = R, o incluso
que converja para todo |z| = R. Ejemplos de las tres situaciones se estudiardn en los ejercicios de este
capitulo.

Otro criterio muy util para hallar el radio de convergencia de una serie de potencias es el criterio del
cociente. Recordemos que, si (b, ), es una sucesion de nimeros reales positivos, el criterio del cociente

dice que la suma 7 b, es finita si lim sup,,_, b’g“ < 1, y es infinita si lim inf,,_,~ b};“ > 1 (no

., . . ., .1, b, . e, . . .
obteniéndose ninguna informacién si lim,, ',;—“ = 1). Una aplicacién inmediata de este criterio al
n

caso b, = |a,2"| demuestra el siguiente resultado.

lan|
lan+1]
. . . o0 P .
gencia de la serie de potencias )~ , an2"™. Mds en general, se tiene:

Teorema 3.2. Si existe lim,,_,oo € [0, 00|, entonces el valor de este limite es el radio de conver-
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lan|
lan+1]

1. Si0 < r <liminf,
T.

entonces y ;" anz" converge absoluta y uniformemente en |z| <

lan]

2. Si|z| > limsup,,_,~ ]

entonces Yy " anz" diverge.

Usando este teorema, es inmediato comprobar, por ejemplo, que la serie Y %z” tiene radio de
convergencia infinito.

Sin embargo, el teorema anterior tiene limitaciones grandes en la practica, debido al hecho de que
pueden darse casos interesantes de series de potencias y - a,2" en los que a,, = 0 para infinitos n, con
lo que los cocientes |ay,|/|an+1| no estdn definidos. En esos casos puede usarse la idea de la demostracion
del teorema, en lugar del propio teorema. Por ejemplo, consideremos una serie de potencias del tipo

00
§ :anz3n7
n=0

donde sélo hay potencias de z de 6rdenes multiplos de 3, y se supone que todos los a,, son no nulos. Para
hallar el radio de convergencia podemos considerar el limite

a2 ang|
lim —————— = [z lim ————,
n—00 ’anz3”| n—00 |an‘

suponiendo que éste exista. Segun el criterio del cociente, si
P an+1
lim ]2\3M <1
n—00 |an|
la serie > 7, a, 2" serd convergente, mientras que serd divergente si la desigualdad es al revés. Esto
indica que el radio de convergencia R de esta serie viene dado por

i — ’an+1’
R3  n—oo |ay| )

Mis en general, cualquier otro criterio de convergencia de series de niimeros reales positivos (por
ejemplo el de la integral, o el de Raabe, o el de condensacién de Cauchy, etc) puede usarse en las
ocasiones apropiadas para determinar el radio de convergencia de una serie de potencias, si tenemos en
cuenta que dicho radio estd caracterizado, gracias al Teorema [3.1} como el supremo de los r > 0 tales
que la serie Y > |an|r™ converge (o equivalentemente como el infimo de los r > 0 tales que la serie
Yoo lan|r™ diverge).

A continuacién vemos que las funciones definidas por series de potencias son holomorfas en su disco
de convergencia, y de hecho pueden derivarse término a término, tantas veces como uno desee.

Teorema 3.3. Sea ) ", an(z—20)" una serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Entonces
la funcion f : D(zp, R) — C definida por

f(2) = an(z—2)"
n=0

es holomorfa en el disco abierto D(zp, R), y
f'(z) = Z nan(z — 29)" L.
n=1

Ademds la serie de potencias de f'(z) tiene el mismo radio de convergencia que la de f(z).
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Demostracion. Podemos suponer zy = 0. La afirmaci6n sobre el radio de convergenciade >~ na,z" "t

se sigue del hecho de que lim,,_,oo n'/™ = 1, luego
. 1/n _ ¢ 1/n
lim sup |na,|"™ = limsup |a,| /",
n—oo n—oo

y por el Teorema esta serie tiene el mismo radio de convergencia que la de f(z). Definamos entonces
g:D(0,R) — C por

o0
g(z) = Znanz”_l,
n=1

y veamos que f’(z) = g(z) para cada z € D(0, R). Fijemos z € D(0, R), y escojamos r tal que
|z| < r < R. Escribamos

f(&) = Sn (&) +Tn(§),

donde
N 00
SN(€) =D an", Tn(&) = Y ant",
n=0 n=N+1

y consideremos h € D(0,r — |z|), de forma que |z + h| < r. Tenemos entonces

flz+ h]z —flz) o(z) = (3.2)

(SN(z+ hf)L— Sn(z) B ng(z)> n (SEV(Z) —g(z)) n (TN(z—i—h})L —TN(Z>> . (33)

Vamos a estimar por separado cada una de estos tres términos. En primer lugar, usando que a” — b =
(a —b) Z;L:_ol a" 177/ cona = z + h y b = z obtenemos que

o]
[(z+h)" = =" n-1
S Z ‘an’ ‘h’ S Z |an|n7“ N:))OO’
n=N+1

‘TN(Z + h) — TN(Z)
h

ya que g(&) converge absoluta y uniformemente en || < r. Por tanto, dado € > 0 podemos encontrar
N; € Ntal que

)TN(Z + h) — TN(Z)

< g paratodo N > Nj. 3.4)
En segundo lugar, puesto que limy_,» S (2) = g(2), existe Na € N tal que
1S (2) — g(2)] < % para todo N > Nj. (3.5)

Tomemos Ny = max{ Ny, Na}. Puesto que la suma finita Sy, es derivable, con S§V0 (2) = T]:[il na,z""1,
podemos encontrar § € (0,7 — |z]) tal que

— Sy (2)] <

‘ S (2 + hf)z — S (2) siempre que 0 < |h| < 0. (3.6)

W ™

Entonces, juntando (3.2), (3.4), (3.5) y (3.6), obtenemos que

f(z—i_h})L_f(Z) —g(z)

<esi0< |h| <6,

lo que prueba que f'(z) existe y es igual a g(z). O
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Finalmente vamos a considerar brevemente el comportamiento de las funciones definidas por series
de potencias respecto de las operaciones de suma y producto. Por un lado, es evidente que el conjunto de
las series de potencias absolutamente convergentes en un disco D(zg, R) tiene una estructura de espacio
vectorial, y que

Zan(z—zo)" + an(z—zo)” = Z(an—l—bn)(z—zU)", /\Zan(z—zo)n = Z)\an(z—zo)".
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

El estudio del producto es menos trivial; requiere recordar un resultado de Anélisis de Variable Real
sobre producto de series de nimeros reales, cuya demostracién se extiende igualmente al caso de series
de nimeros complejos.

Teorema 3.4. Sean ) )" (2, y > ., Wy Series de niimeros complejos que convergen absolutamente (es

decir tales que y o> o |zn| < 00y > 07 o |wy| < 00). Sea (¢n)n>0 cualquier enumeracion del conjunto
{zjwg : j,k > 0}. Entonces > ¢, converge absolutamente, y

oo o0 oo
D cn =2z ) (2w

En particular esto se cumple si tomamos ¢, = zowp, + 21Wp—1 + ... + 2Zn_1wW1 + 2pwo para cada
n € NU{0}.

Demostracion. La sucesion de los productos
N N
qN = E Zn E Wn
n=0 n=0

converge al producto de los limites de las sumas parciales de cada serie, (>~ zn) (D .~ wn). Luego,
dado € > 0, existe N1 € N tal que si /N > N; entonces

00 00 N N c
Zznan—szZwk 35. (3.7)
n=0 n=0 n=0 n=0

Anélogamente la sucesién de los productos

N N
pv = DIzl ) { 2 hwal
n=0 n=0

converge al producto de los limites de las sumas parciales de cada serie, (3, |zn]) (3 ey |wn|). En
particular la sucesion {py } yen es de Cauchy, luego existe Ny € N, que podemos suponer mayor o igual
que Ny, tal que si N, M > N5 entonces

M M N N c
Z’Zn|2‘wn| _Z‘Zn‘zmn‘ < 9 (3.8)
n=0 n=0 n=0 n=0

Esto implica que, para cualquier subconjunto finito F' de N se tiene
€
> Il <2
J,k€F,j>N2 0 k>Na

y por tanto también

g
> zlhwl < 5 (3.9)

j>N3 0 k>Ny
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Elijjamos ahora N3 > Ny > N; suficientemente grande para que {ci,...,cn,} contenga al conjunto
{zjwy : j,k < N2}. Entonces, para N > N3, la diferencia de sumas

N No No
Docn= D %D W
n=0 =0 k=0

contiene exclusivamente términos de la forma z;jwy, con j > Ny o k > Ny, y por tanto (3.9) implica que

N N» No e
ch—szZwk < Z |zl wg| < 7 (3.10)
n=0 j=0 k=0 >N 0 k>N
Por tanto, si N > N3, obtenemos, combinando (3.10) y (3.7), que
% oo N oo oo Ny Ny Na No N
)IEDSUTED AT S SID p) It F) pith pIti o e
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 7=0 k=0 n=0

Aplicando este resultado con |z,|, |wy|, |¢,| en lugar de z,,, wy,, ¢y, se obtiene también la convergencia

absoluta de la serie: Y~ |¢,| < o0. O

Como consecuencia sencilla de este resultado puede obtenerse (ver el ejercicio[3.10) que, si
) )
f(z) = Z an(z — 20)", g(z) = an(z — 20)"
n=0 n=0
para todo z € D(zp, R), entonces
)
(f9)(2) =D culz = 20)"
n=0

para todo z € D(zp, R), donde

Cn = apbo + ap—1b1 + ... + a1bp_1 + agby,.

3.1. Problemas

Problema 3.1. Sean {a,,})_, y {b,}/_, dos sucesiones finitas de nimeros complejos. Pongamos By =
Oy By = ZZ:1 b, para k = 1,2, ..., N. Demostrar la formula de suma por partes:

N N-1
Z anby, = anBy —apyBy—1 — § (an+1 - an)Bn
n=M n=M

Problema 3.2. Demostrar el teorema de Abel: si >~ ; a,, converge entonces

o0 o0

; n

lim E anr :E ap,.-
=1 n=1

r—1-

Indicacién: usar el ejercicio anterior.
Problema 3.3. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:
oo 2,n.
1. > (logn)z";

2.3 02 nl™
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et

Sl i (2 = 6
4.3 (32)3! 2

5. 5% 27 (z — 3i)™;

6. >t 14:2172%'2”;
[ADIHEY 4

8. Y302 (24 (~1)7)men,

Problema 3.4. Si f : R — [0,00) es decreciente y [;° f(2z)dz = oo, demostrar que el radio de
convergencia de la serie > >~ ; f(n)(z — 3)™ es menor o igual que uno.

—~

Problema 3.5. Sea f(z) = > .., a,z" una serie de potencias centrada en el origen. Demostrar que
para cada zg en su disco de convergencia f tiene una expansion en serie de potencias centrada en zg.
Indicacién: poner z = zy + (z — zp) y usar la férmula del binomio.

Problema 3.6. ;Qué funciones representan las siguientes series de potencias?
1. Y>> nz™
2. 5% nm
Problema 3.7. Demostrar lo siguiente:
1. La serie de potencias » . ; nz" no converge en ningtn punto de la circunferencia unidad |z| = 1.
2. La serie de potencias y -, 2"/ n? converge en todo punto de la circunferencia unidad.

3. La serie de potencias Y .- ; 2™ /n converge en todo punto de la circunferencia unidad, excepto en
z=1.

Indicacién: usar suma por partes.

Obsérvese que las tres series tienen radio de convergencia igual a 1.

Problema 3.8. Consideremos la funcién f : R — R definida por f(z) = e V7 siz >0, y f(x) =0
si z < 0. Demostrar que f € C°°(R), pero f no admite desarrollo en serie de potencias centrado en el
origen.

Problema 3.9. Consideremos la funcién f : R — R definida por
o
cos (3"x)
fla)y=2 —5—
n=1 )

Probar que f € C°°(R) pero que, dado cualquier x¢ € R, la funcién f no admite desarrollo en serie de
potencias centrado en xzq. Es decir, f no es analitica entorno a ningtin punto.

Indicacién: para ver que f no es analitica entorno a ningdn punto, comenzar por escribir la serie de Taylor de f en
x de la forma = 27p/3™,conm € N, p € Z.

Problema 3.10. Supongamos que

f(z) = Z anz", g(z) = Z b 2"
n=0 n=0

para todo z € D(0, R). Demostrar que:
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L (f+9)(z) =>7"0(an + by)z" paratodo z € D(0, R).
2. (fg)(z) = >, ycnz" paratodo z € D(0, R), donde

cn = anbo + an—1b1 + ... + a1b,—1 + agby.

Problema 3.11. Si g(z) = Y7, b,2" es una serie de potencias que converge en un entorno 0y g(0) #
0, hallar la representacién en serie de potencias centrada en 0 de 1/g, en términos de la de g.



Capitulo 4

Integracion de funciones complejas sobre
curvas

4.1. Curvas de clase C'! a trozos en R”

Recordemos que una curva parametrizada de clase C'! en R™ es una aplicacién v : [a,b] — R™ de
clase C!, donde a,b € R, a < b, tal que 7/(t) # 0 para todo ¢ € [a, b]. En particular estd bien definido (y
es no nulo) el vector tangente +/(t) a la curva v en cada punto y(t) de la misma. Para ¢t = a entenderemos
que existen y son iguales los limites

/ . () —(a) . '
a):= lim — = = lim ~'(¢),
’YJF( ) t—a™t t—a t—at i ( )
y que una condicién andloga se daent = b.
Se dice que una curva parametrizada vy : [a,b] — R™ es equivalente a otra curva parametrizada
o : [c,d] — R" si existe una biyeccion ¢ : [c,d] — [a, b] de clase C* tal que ¢'(t) > 0y

o(s) = v(¢(s)) para todo s € [c,d].
Es inmediato comprobar que la relacién
YRo <= < esequivalente a o

es efectivamente una relacién de equivalencia en el conjunto X de las curvas parametrizadas de clase
C' en R™. El conjunto cociente X /R es lo que llamaremos el conjunto de las curvas orientadas de clase
C' en R™. Cada curva orientada I' = [v] de clase C'! puede verse pues como la traza v[a,b] de una
curva parametrizada v : [a,b] — R™ de clase O que representa esta clase de equivalencia [7], con la
orientacion inducida por 7. Esa misma traza vy|a, b] admite dos orientaciones: una es la dada por ~, que
recorre y|a, b] empezando en (a) y terminando en (b), y la otra es la dada por la curva opuesta a ~,
definida por v~ : [a, b] — R",
() =+ b-1),

que recorre 7|a, b empezando en ~(b) y terminando en y(a). La curva orientada de clase C'! representada
por esta curva opuesta v~ se denotara

==

Andlogamente podemos definir curvas de clase C! a trozos. Diremos que una aplicacién continua
v : [a,b] — R™ es una curva parametrizada de clase C Latrozossiexistea = ag < a; < ... < @ =0
particién de [a, b] tal que la restriccién de «y a cada subintervalo [aj,a;41], 7 = 0,1,...,m — 1, define
una curva parametrizada de clase C'. En esta situacién mds general  admite un tnico vector tangente

33



34 CAPITULO 4. INTEGRACION EN CURVAS DE FUNCIONES COMPLEJAS

7/(t) en cada punto () con t # a; para todo j, mientras que en los puntos y(a;) tiene una tangente a
la izquierda y otra tangente a la derecha de ~(a;), definidas respectivamente por los vectores

. () —(ay) . () —(ay)
() = tim 2D g (o)) i i WO =00
t—a; -4 t—a] — aj

posiblemente diferentes.
Diremos que una curva parametrizada v : [a, b] — R™ de clase C' a trozos es equivalente a otra curva
parametrizada o : [c, d] — R™ de clase C'! a trozos si existen particiones a = ag < a1 < ... < a,, = bde

[a,b] yc=co <1 < ... <cm = dde]c,d] tales que la restriccion v, ,,) es unacurva parametrizada
aj,aj;

de clase C'! equivalente a la restriccién |, > bara cadaj = 0,1,...,n — 1. De nuevo es inmediato
cit
comprobar que la relacion
YRo <= + esequivalente a o

es efectivamente una relacién de equivalencia en el conjunto de las curvas parametrizadas de clase C' a
trozos en R™. El conjunto cociente resultante es lo que llamaremos el conjunto de las curvas orientadas
de clase C! a trozos en R". Dada una curva orientada I de clase C! a trozos representada por una
curva parametrizada 7 : [a,b] — R", definiremos I'~ como la clase de equivalencia representada por
v () =7(a+b—1t),t € [a,b].

Es claro que para cada curva parametrizada 7 : [a,b] — R™ de clase C'! a trozos la funcién ||/ (¢)]|
es integrable en [a, b] (al estar bien definida salvo en una cantidad finita ay, a1, ..., a,, de puntos de [a, b],
y ser continua y acotada en [a, b] \ {ao, ..., an, }). Se define entonces la longitud de ~ por

b
long(y) = / I/ (8) .

Es facil comprobar usando el teorema del cambio de variable que si v y o son (curvas parametrizadas de
clase C') equivalentes entonces long(y) = long(o). También que long(+) = long(vy~). Por tanto, dada
una curva orientada I" de clase C'! a trozos puede definirse

long(T') = long(),

donde v es cualquier parametrizacion suya, y se tiene que long(I") = long(I'™).

Una operacion que usaremos con relativa frecuencia es la concatenacion de curvas. Sil'y, ..., I';, son
curvas de clase C' a trozos en R™ tales que el punto final de I'; coincide con el punto inicial de I'j 1,
puede definirse una curva I' que recorre de manera consecutiva las curvas I'y, ..., I';,, y que por abuso de
notacién denotaremos I' = I'y U ... U IT',,. Una parametrizacion de esta concatenacion I es la siguiente:
pueden encontrarse parametrizaciones i, ..., ¥, de I'1, ..., 'y, definidas respectivamente en intervalos
la1,b1], ..., [am, by] de tal manera que b; = ajy1, y por supuesto v;(b;) = vj+1(aj+1), y definirse
entonces v : [a1, by,] — R™ por y(t) = ~;(t) sit € [aj,bj41]. La curvaI' es entonces la clase de todas
las curvas equivalentes a esta .

Recordemos tres conceptos mas. Se dice que una curva orientada I" de clase C'! a trozos en R” es:

= una curva cerrada en R” si admite una parametrizacioén v : [a, b] — R™ tal que v(a) = v(b);
= una curva simple si admite una parametrizacién v : [a, ] — R”™ que es inyectiva;

= una curva cerrada simple si admite una parametrizacion v : [a,b] — R™ tal que y(a) = v(b) y la
restriccion de +y al intervalo [a, b) es inyectiva.

En el caso de curvas cerradas puede resultar conveniente manejar otra definicién de curvas parame-
trizadas equivalentes, para evitar situaciones como, por ejemplo, que la circunferencia unidad de R?,
parametrizada de forma que el punto inicial sea (1,0), no sea equivalente a la misma circunferencia
parametrizada de manera que el punto inicial sea otro diferente (por ejemplo (—1,0)). Podemos llamar
curva parametrizada cerrada de clase C! a trozos a cualquier aplicacién v : S! — R™ de clase C! a
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trozos (donde S! denota la circunferencia unidad y definir, en el conjunto de las curvas parametrizadas
de clase C'! a trozos, la relacién

YRo <= J¢:S' - S! homeomorfismo C! a trozos que conserva orientacién y tal que o = v o ¢

(diremos que ¢ : S! — S!' es un homeomorfismo C! a trozos si es un homeomorfismo, es de clase
C' a trozos, y su inversa es también de clase C' a trozos). Puede comprobarse ficilmente que esta
relacion es de equivalencia. El conjunto cociente resultante es lo que llamamos el conjunto de las curvas
orientadas cerradas de clase C* a trozos. También es ficil ver que si dos curvas cerradas C'! a trozos
son equivalentes entonces tienen la misma longitud ]

4.2. Integracion de funciones con valores en R"

Sea A un subconjunto de R¢. Diremos que una funcién ¢ : A — R™ es integrable si lo son sus
funciones coordenadas respecto de la base candnica de R™, es decir, si escribiendo ¢ = (1, ..., ¢n) se
tiene que cada ¢; es integrable en A, para j = 1, ..., n. Llamaremos integral de ¢ en A al vector

o (fonn )

Teorema 4.1. Si ¢, : A — R" son funciones integrables, o, f € R, se cumple qu'

1. La funcién o + B es integrable, y [ (oo + BY) = a [, 0+ B [, 1.

2. 1 faell < J4 51
3. En el caso d =1 y A= [a b] C R se tiene ademds, para cada funcion g : [a,b] — R"™ de clase
Cl, que g(t —i—f

4. Si A= AU Ay, donde A1 N Ay tiene medida cero, entonces fA = fAl w+ fA2 %)

Demostracion. (1) es consecuencia directa de la definicién y de la linealidad de la integral de funciones
con valores en R, y (3) se obtiene aplicando el teorema fundamental del célculo coordenada a coordena-
da. (4) también es inmediato aplicando el correspondiente resultado conocido coordenada a coordenada.
Para demostrar (2), denotemos

T = (X1, .y Tp) = </A<p1,...,/A<pn> —/Acp

Podemos suponer = # 0. Tenemos entonces, usando la linealidad de la integral de funciones con valores
en R y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R", que

ol = (m2) =3 2 /A o3 (t)dt = / me 1dt < / | o)t = 2] / ol
j=1

de donde deducimos (2) al dividir por ||z||. O

Es también facil comprobar, usando la propiedad (1), que la definicién de [ 4 no depende de la
base fijada en R".

"Diremos que v : S' — R™ es de clase C'* a trozos si 7y es continua y la aplicacién [0, 27] > ¢ — y(e®) € R™ es de clase
C* atrozos

’La longitud de una curva cerrada de clase C'* a trozos v : S' — R™ puede definirse como long(y) = fo% | L~y (e™)||dt.

3Aqui || - || es la norma euclidea en R™. El resultado de (2) es también cierto para cualquier otra norma en R"™, pero una
demostracion basada en la misma idea requeriria usar el teorema de Hahn-Banach.
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4.3. Integracion de funciones complejas sobre curvas en C

Al identificar R? con C, todo lo dicho en la seccién anterior se aplica inmediatamente a funciones
¢ : [a,b] — C. Empleando la notacién ¢(t) = x(t) + iy(t) en lugar de ¢(t) = (x(¢),y(t)), una curva
¢ : [a,b] — C es integrable en [a, b], por definicidn, si y s6lo si lo son sus funciones coordenadas x e y;

en este caso definimos b b b
/ o(t)dt = / x(t)dt + z/ y(t)dt.

Puesto que la norma del vector (z(t),y(t)) de R? es igual al médulo del nimero complejo z(t) =
x(t) + iy(t), la propiedad (2) del teorema de la seccién anterior implica que

b
wﬂngwmw @)

A continuacién definimos la integral de una funcién compleja sobre una curva de clase C'! a trozos.

Definicién 4.1. Sean f : Q@ C C — C una funcién continua, y 7 : [a, b] — €2 una curva parametrizada
de clase C'! a trozos. Definimos la integral de f sobre vy por

szlﬂwww%ma @2)
AleﬂAM-

Escribiendo f = u + iv, y(t) = z(t) + iy(t), obtenemos otra expresién equivalente para la integral

que también denotaremos

b b
/fz/ (u(@ (), y(£)2'(t) — v(=(t), y(1)y'(t)) dtﬂ'/ (u(@ (), y(0))y'(t) + v(x(t), y(t))2' (t)) dt.

Conviene subrayar que el producto que aparece en (4.2)) es el producto complejo, no el producto escalar.
Por tanto f7 f es en general un nimero complejo, y no es la integral del campo vectorial f a lo largo

de la curva v en R? (tal integral seria siempre un nimero real). También es importante evitar caer en
el error de pensar que | fv f] < fv |f|, lo cual seria absurdo porque el término de la derecha es en
general un nimero complejo, mientras que el de la izquierda es un real positivo. Ni siquiera es cierta
esta desigualdad atin suponiendo que ambos términos son reales, como muestra el ejemplo f(z) = 1/z,
y(t) = €%, t € [0,2n]. No obstante, la tercera propiedad de f7 f de las que enunciamos a continuacién
sirve en la prictica como sustituto de dicha desigualdad (que, insistimos, es falsa en general).

Teorema 4.2. Sean f,g : Q C C — C funciones continuas, o, 3 € C, y v : [a,b] — Q una curva
parametrizada de clase C' a trozos. Se tiene que:

I [(af+Bg)=al f+B] g
2. [ f=—[F
3.0 [, £Il < sup.eypap | f(2)] long(7).

Demostracion. La propiedad (a) se sigue facilmente de la definicién, mediante un célculo directo y el
uso de la linealidad de la integral de funciones con valores reales. La propiedad (b) también se comprueba
muy facilmente a partir de la definicién y cambio de variable s = a + b — t. En cuanto a (c¢), se obtiene
como sigue:

A= 1R PO @] < [P Olde = [21F( )] 17 (@)]de

b
< fa SUPzera,b] ’f(z)‘ "Y ( )‘dt = SUPzeq[a,b] ‘f ’ f ‘7 ’dt = SUPze[a,b] ’f( )’ 10ng(7)7
donde en la primera desigualdad hemos usado (4.1 O
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Proposicion 4.3. Sean vy : [a,b] — Q, o : [¢,d] — Q curvas parametrizadas de clase C' a trozos, y
supongamos que -y y o son equivalentes. Entonces, para toda funcion continua f : 2 C C — C se tiene

[=]

Demostracion. Haremos la demostracién en el caso en que v y o son de clase C''; la extension al caso
general es evidente y queda al cuidado del lector. Sea ¢ : [c,d] — [a, b] biyectiva y de clase C'! con
¢'(t) > 0y tal que o(s) = v(¢(s)). Entonces

Lf:[ﬂﬂmﬂw=[Umamww@W@w=L7w@W@w:Lﬁ

donde en la segunda igualdad hemos usado el cambio de variable ¢ = ¢(s), y en la tercera igualdad la
Proposicién [2.4] O

En virtud de la proposicién anterior podemos definir, para cada curva orientada I de clase C! a trozos
contenida en C, la integral de una funcién continua f : I' — C sobre la curva I" por

Af—lﬁ

en donde y es cualquier parametrizacion de I'. Las propiedades (1) — (3) del teorema anterior tienen asi
andlogos obvios para fF I

También es fécil ver que siI' = I'; U ... U T, es una concatenacién de curvas en C tales que I'j
comienza en el punto donde I'; acaba, se tiene

Aj=gﬂf

En el caso particular m = 2 y de que I' = I'; U I's sea una curva cerrada, tenemos, usando la propiedad

conmutativa de la suma,
[ =] 1+]
I I's T2 Iy

Como la concatenacién I'y seguida de I'y difiere de la concatenacién I'y seguida de I'; Gnicamente en el
punto inicial (que es igual al final) de la curva, la igualdad anterior, combinada con la Proposicion {.3]
nos dice que la integral de f en una curva cerrada I' depende de la orientacién de esta curva, pero no
de su parametrizacion ni del punto base (es decir el punto inicial o el final, que son el mismo) de dicha
parametrizacién. Es decir, si v, o : S' — C son equivalentes como curvas cerradas de clase C'* a trozos
(en el sentido de que existe ¢ : S' — S homeomorfismo C! a trozos que preserva la orientacién y tal

/ /
¥ o

En efecto, si ponemos z = (1), w = o(1), suponemos sin pérdida de generalidad z # w, y denotamos
I'; el subarco de y(S') = o(S') que comienza en z y acaba en w y se recorre en el mismo sentido que
lo hacen vy o, y I'2 es el subarco que comienza en w y acaba en z y se recorre en el mismo sentido que

~y o, entonces tenemos
Af=ﬁj+ﬁ;#iéf+ﬂj=[}.

Vamos a probar a continuacién que cuando una funcién holomorfa f es la derivada de otra, entonces
f7 f ni siquiera depende de la propia clase de equivalencia de la curva parametrizada -, sino sélo de sus

puntos inicial y final (y que de hecho fy f = 0 cuando ~ es cerrada).
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Definicion 4.2. Sean €2 un abierto de Cy f : & — C. Se dice que una funcién F' : 2 — C es una
primitiva de f si F' es holomorfaen Qy F’ = f.

En un ejercicio del capitulo anterior, como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
vimos que si 2 es un abierto conexo de C, F' es holomorfa en €2, y F’ = 0, entonces F es constante. Se
sigue inmediatamente que si una funcién f tiene una primitiva en un abierto conexo €2 de C, entonces
dicha primitiva es Unica salvo constante aditiva.

Teorema 4.4. Si una funcion continua f tiene una primitiva F en Q y T es una curva de clase C' a
trozos en §) que comienza en wy y acaba en ws, entonces

/f:F(wg)—F(wl)
T

En particular fF f no depende de la curva T, sino sélamente de sus puntos inicial y final w1 y wo.

Demostracion. Hagamos la demostracién en el caso en que I es de clase C''; 1a extensién al caso general
serd después obvia, y queda como ejercicio para el lector. Si «y : [a, b] — €2 es una parametrizacién de I’
tenemos

a o dt

b ’ o b ’ ’ o bﬁ o _ a
/F ;= / ;= / F () (B)dt = / F(3 (D) (1) = / F(1(t)) = F((b)) — F(r(a)),

donde en la cuarta igualdad hemos usado la Proposicién[2.4] y en la quinta el Teorema4.1(3). O

Corolario 4.5. Si I es una curva cerrada en un abierto Q de Cy f : Q0 — C es continua y tiene una
primitiva en (), entonces
/ f=o.
r

Se deduce del corolario anterior, por ejemplo, que la funcién f(z) = 1/z no tiene primitivas en
D(0,r) \ {0} para ningin r > 0, ya que, si C'(0,7) es la circunferencia de centro 0 y radio r, orientada
positivamente (es decir girando en el sentido contrario a las agujas del reloj) se tiene

1 2 1 ) 27
/ ~dz = / —rie'dt = / idt = 2mi # 0.
c,r) ? o Te 0

Concluyamos esta introduccioén a la teorfa de integracidon de funciones complejas sobre curvas con
un resultado que nos serd muy util en el préximo capitulo.

Teorema 4.6 (Derivacion compleja bajo el signo integral). Sean 2 C C abierto, I' curva orientada de
clase C' a trozos en C (no necesariamente contenida en Q), y p : I' x Q — C continua tal que para
cada § € T la funcion z — @(&, z) es holomorfa en ), y la funcion (€, z) — %gp(&, ) es continua en
I' x Q. Entonces la funcion g : 2 — C definida por

es holomorfa, con

= [ 2%
g (Z) - r az (E,Z)df

Demostracion. Sean zy € Q,y r > 0 tal que D(zp,7) C €2 Para |h| < 7, considerando el segmento
S = [z0,20 + h] C , parametrizado por ejemplo por S,(7) = 29 + 7h, 7 € [0, 1], y aplicando el
teorema anterior, tenemos que

16(,0

9¢ 9¢
Oﬁz

Sh 82

1
o€ 20+ h) — (& 20) = (&, 2)dz = (&, Sp(1))S),(T)dT = /0 gj(f, 20+ 7h)hdr
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para cada £ € I". Suponiendo que 7 : [a, b] — €2 es una parametrizacién de I' tenemos entonces

g(20 + h) — g(20)

—1im [ (o€, 20+ h) — (€, 20)) dE =

fllll)r%) h*}Oh T

Ilzl—r&)h < ; f,zo-f—sh)hds) ¢ = hm/ (/ 5 Zo—l-sh)ds) "(t)dt =
(990 Dy

lim t), 2 +Sh’}/td8dt:/ lim ——(y(t), z0 + sh)Y' (t)dsdt =

i [ GO s Oasai= [ SR (0, )Y 0

0@ , B b a(p / B 890
/[0,1]><[a,b} &(V(t)a 20)7 (t)det = /a &(’y(t), ZO)’Y (t)dt — /F @(57 Z)df,

donde en la cuarta igualdad hemos usado el teorema de Fubini y en la quinta el intercambio de integral y
limite se justifica porque al ser O /Jz continua en el compacto I" x D(zg, r) es uniformemente continua
en este conjunto y por tanto

. Op Ty 8790 /
lim == (y(1), 20 + sh)y/' (1) = 5= (v(1), 20)7 (1)
uniformemente en (s,t) € [0, 1] X [a, b]. O

Corolario 4.7. Sean zy € C, r > 0. Para todo z € D(zo,r) se tiene que

/ Ldé = 271,
oD (z0r) § — Z

donde 0D (zg,r) es el borde del disco D(zy, ), orientado positivamente.
Demostracion. La funcion ¢ : 9D (zp,7) x (C\ 0D(z0,7)) — C definida por

1

p(&,2) = s

es continua, y su derivada respecto de z es

1
(€ —2)*

que es continua en el dominio de . Por el teorema anterior deducimos que la funcién

1
f(Z) B /8D(zo,r) §—z2

1o N 1
f (Z) a /(9D(zo,7‘) (§ - Z)ng

Pero esta integral es nula para cada z € D(zg, ), por ser la integral en una curva cerrada de la funcién
€+ 1/(& — 2)2, que es continua y tiene una primitiva (a saber, la funcién ¢ — —1/(¢ — 2)) en un
entorno abierto de dicha curva. Puesto que D(zp, ) es un abierto conexo, se sigue que f es constante en

este disco, y como
f(20) = /
|€—z0|=r

se concluye que f(z) = 2 para todo z € D(zg,r). O

Oy B
&(ga Z) -

es holomorfa en D(zp, ), con

27
idt = 21,
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4.4. Problemas

Problema 4.1. Calcular las integrales f7 f en los siguientes casos:

1. f(z) = 1/z,y 7 la circunferencia unidad, orientada en el sentido contrario a las agujas del reloj
(orientacién positiva).

2. f(2) = z/(2% + 6), y ~ el tridgngulo de vértices 1, i, —i, orientado en el sentido de las agujas del
reloj (orientacién negativa).

3. f(2) =%Z/(2+6), y el rectangulo de vértices +9 + i, orientado positivamente.

Problema 4.2. Sea I la frontera del conjunto {z + iy : z,y € R,z +y? < 4,z +y > —2}, orientado
positivamente. Calcular
fr=
z.
T e =+ 1

Problema 4.3. Sean 'y, ..., T, curvas C'* a trozos tales que el punto final de I'; es igual al punto inicial
de I'j41, y definamos I' = I'y U ... U T, (recorrida en el orden natural, es decir, I'; antes que Fj+1).

Comprobar que
n
/ F=> / f.
r j=1"1i

Problema 4.4. Demostrar que si 2 es un abierto conexo de R™ entonces para todo =,y € ) existe y
curva de clase C'! a trozos que une x con y.

Problema 4.5. Demostrar que la curva «y del ejercicio anterior puede tomarse siempre de clase C'™° (y
con 7/(t) # 0 para todo t).

Problema 4.6. Sea «y una curva C! a trozos en C, sea I' C C la traza de v, y sea (f,) una sucesién
de funciones continuas f,, : I' — C tales que (f,,) converge uniformemente en I' a una funcién f.

Demostrar que
lim / fn= / I
n— o0 ~ ~

Problema 4.7. Sean () abierto de C, f : Q — C continua, v : [a,b] — Q de clase C, y (v,) una
sucesion de curvas v, : [a,b] — Q de clase C* tales que 1imy, o0 Y (t) = (t) y limy, 00 V4 (t) = 7/ (1)
uniformemente en ¢t € [a, b]. Demostrar que

sin [ 1= [

Problema 4.8. Sea F' : [0,1] x @ — C una funcién continua, donde €2 es un abierto de C, y sea
7 : [a,b] — Q una curva de clase C'! a trozos. Probar que la funcién ¢ : [0, 1] — C definida por

o(t) = / Flt, 2)dz

es continua.



Capitulo 5

Teoria local de Cauchy

En este capitulo estudiaremos los dos teoremas mas importantes del curso: el teorema de Cauchy,
que dice que si f es holomorfa en un abierto convexo () entonces

e

para toda curva cerrada simple de clase C! a trozos I' C Q, y la férmula integral de Cauchy, que nos
dice que para cualquier disco cerrado D(zg, ) contenido en {2 se tiene

1 f(€)

a % 0D(zo,T) §—z

f(2)

dg,

para todo z € D(zp,r), donde el borde del disco esta orientado positivamente. Entre las numerosas
consecuencias de estos resultados (algunas de las cuales estudiaremos en la parte final del capitulo) hay
muchas que son también fundamentales, y en muchos casos sorprendentes.

5.1. El teorema de Cauchy-Goursat

El primer paso para alcanzar los resultados que hemos mencionado serd la siguiente versién del
teorema de Cauchy para el caso especial de un tridngulo, aunque valida bajo una hipétesis formalmente
mads débil (porque sdlo exigimos que la funcion sea holomorfa en {2 menos un punto p, aunque en realidad
mds adelante veremos que una funcién continua en €2 y holomorfa en Q2 \ {p} es siempre holomorfa en
todo €2).

Teorema 5.1 (Goursat). Sean 2 C C abierto, T un tridngulo en ) cuya region interior también estd
contenidaen Q, p € Q, y f : Q — C continua tal que f es holomorfa en Q \ {p}. Entonces

| 1=

Demostracion. Denotemos T’ = T, el tridngulo dado, con vértices a, b, c € C,y sea T = Tp la unién de
T con laregién interior a T (es decir el tridngulo s6lido), con borde 97 = T'. Podemos suponer que T’ es-
ta orientado positivamente, y que sus lados se recorren en este orden : [a, b], [b, c], [¢, a]. Consideraremos
varios casos.

Caso 1: supongamos que p ¢ 7. Uniendo los puntos medios de los lados [a, b], [b, c] y [c, a] obtenemos
un triangulo que denotamos 7}, que a su vez divide 7 en cuatro subtridngulos sélidos 7 con bordes
Tg , 7 =1,2,3,4, cuyos perimetros son la mitad del perimetro del tridngulo original 7". Elijamos en los

tridangulos 79 con 1 < j < 3 las orientaciones inducidas por la orientacién de T, y orientemos cada

41
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lado de T}y de forma opuesta a la del mismo lado considerado como lado de Tg para algin 5 = 1,2,3
(equivalentemente, orientamos todos los tridngulos 73 de forma positiva); ver la figura. Entonces se tiene

4
/szj; [ s

puesto que las integrales de la suma de la derecha se cancelan mutuamente en cada lado de Té.
Debe existir al menos un j € {1,2,3,4} tal que

Iy

(ya que de lo contrario tendr'l’amos | Jz, fl = |Z?:1 ng fl < Z?:l 7l Iz, I = 1[5, f], 1o que es
absurdo). Ejijamos pues un T} para el que se cumpla la desigualdad anterior y llamémoslo 7}, denotando

por 71 laregién interior a T junto con el propio 7. Repitamos ahora el argumento anterior cambiando Tp
por 77: dividimos 77 en cuatro subtridngulos sélidos 77 con bordes 77, j = 1,2, 3, 4, cuyos perimetros

serdn ahora un cuarto del perimetro del tridngulo original 7'. Elegimos uno de los cuatro tridngulos 77
para el que se tenga

y por tanto también

I

7|2

=42
1

|1

llamamos 75 a este tridngulo, denotamos 7> la regién interior a T5 junto con 75, y volvemos a dividir
T5 uniendo los puntos medios de los lados de T5. Reiterando este proceso obtenemos por induccién una
sucesién 7;, j = 0,1, 2, ... de tridngulos sélidos con bordes T’ tales que:

‘ 1

1. 7, C Tj—1paracadaj € N,conTp = T;
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2| fp FL < ¥y, £
3. 2/long(T}) = long(T).

En particular, como la longitud de un tridngulo es mayor o igual que su didmetro, se tiene que {7;};";1
es una familia de compactos encajados en C = R? cuyos didmetros tienden a cero, y por tanto existe un
unico punto zg tal que

[e.@]
20 € ﬂ 7;
j=1

Puesto que estamos suponiendo que p ¢ T, la funcién f es holomorfa en zg y por tanto, dado cualquier
e > O existe § > 0 tal que si |z — zp| < § entonces

|£(2) = f(20) = f'(20)(2 = 20)| < |z — 2.

Por otro lado, como 1im;_, long(7j) = 0, existe jo € N tal que si j > jo entonces diam(7j) <
long(7}) < 6, luego |z — zg| < ¢ para todo z € T}, de donde deducimos que, para j > jp es

I

J

[ (56~ )~ o)z = ) =

J

< e sup |z — zo|long(T}) < elong(T;)? = %long(T)Q,
z€T}y

donde en la primera igualdad hemos usado que ij (f(z0) + f(20)(z — 20)) dz = 0 por ser la integral en
una curva cerrada de una funcion que tiene primitiva; en la segunda desigualdad hemos vuelto a usar que
el didmetro de un tridngulo es menor o igual que su perimetro, y en la dltima igualdad hemos utilizado
la propiedad (3) de la sucesion de tridngulos. Combinando la desigualdad anterior con la propiedad (2)
de la sucesioén de tridngulos obtenemos que
<\ s
T,

S\

/f < elong(T)%.
T

1

€
vr < —long(T)?,

=

y por tanto

Haciendo ¢ — 0 concluimos que fT f=0.

Caso 2: supongamos que p € 7. Distinguiremos a su vez tres subcasos.

Caso 2.1: supongamos que p es un vértice de 7. Podemos suponer ademds a = p; recordemos que
a, b, c denotan los vértices de 7. Como f es continua en el compacto 7', existe M > O tal que | f(2)| < M
para todo z € T. Dado € > 0, consideremos dos puntos = € [a,b], y € [c, a] tales que la longitud del
tridangulo 7} de vértices a, x, y sea menor que /M. Denotemos por 7% el tridngulo de vértices x, b, y, y
por T3 el de vértices b, c, y, con las orientaciones inducidas por la de 7. Por lo demostrado en el caso 1,
tenemos

f=0= /[ f
Ts Ts

IR

y haciendo € — 0 se deduce que fT f=0.

Luego

/ f‘ < Miong(Ty) < ¢,
T
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Caso 2.2: supongamos que p esta en un lado de 7'. Digamos por ejemplo que p € [a,b]. Sean T3 el
tridngulo de vértices a, p, ¢, y T3 el tridngulo de vértices p, b, c. Se tiene entonces, usando el caso anterior

que
/sz/Tler T2f=0+0:0.

Caso 2.3: supongamos por ultimo que p esta en la region interior a 7. Definamos 7} como el tridn-
gulo de vértices a, p, c; To el de vértices a, b, p; y T5 el de vértices b, ¢, p. Usando de nuevo el caso 2.1

tenemos 5
/f:Z/ f=0+04+0=0.
T j=1"Tj
[

Teorema 5.2 (Existencia de primitivas en abiertos convexos). Sean ) C C abierto convexo, p € £, y
f: Q — C continua tal que f es holomorfa en Q\ {p}. Entonces existe F' : Q@ — C holomorfa tal que
F'=f.

Demostracion. Fijemos un punto 2y € €2, y definamos la funcién F' : @ — C por

F(z) = f
[20,2]
donde [z, 2] es el segmento que une z( con z, orientado en la direccién de z — zy, Nétese que para cada
z € Q) se tiene [z, z] C 2 gracias a la convexidad de 2 y por tanto F' estd bien definida. Fijemos ahora
z € Q, y tomemos r > 0 tal que D(z,r) C €. Para cada h € C con |h| < r se tiene, gracias de nuevo
a la convexidad de €2, que el tridngulo 7} ;, de vértices zp, 2,z + h, asi como su regién interior, estd
contenido en ). Por el teorema de Goursat tenemos pues

| =0

Tz,h

[ R BT
[20,7] [z,24h] [z+h,20]

F(z+h) - F(z) = /[ G

y esto equivale a decir que

lo que a su vez implica que

Por tanto, observando que f(z)h = f[z oy f(2)d¢, tenemos

[F'(z+h) = F(z) = f(2)h] = <

[ @ - s
[z,2+A]
sup [f(§) = f(2)[long ([2,2 + h]) = sup [f(£) = f(2)[|h| = o(h),
&€lz,z+h] £€(z,2+h]

ya que limy, 0 Supec(s, .4n) [£(§) — f(2)| = 0 por ser f continua en 2. Esto prueba que existe ”(2) y
esigual a f(z). O

Obsérvese que la demostracion anterior funciona igual si se cambia la hipétesis de que f sea holo-
morfa en Q \ {p} por la de que [ f = 0 para cada tridngulo T' C Q.

Teorema 5.3 (Teorema integral de Cauchy, versién 1.0). Sean 2 C C abierto convexo, p € Q, y f :
Q — C continua tal que f es holomorfa en Q) \ {p}. Entonces, para toda curva cerrada T en S se tiene

que
/Ff—o.

Demostracion. Por el teorema anterior existe ' : Q@ — C holomorfa tal que F’ = f en €. Entonces, al
ser I' una curva cerrada se tiene fF f=0. O
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5.2. La férmula integral de Cauchy y la analiticidad de las funciones ho-
lomorfas

A continuacién estudiaremos la férmula integral de Cauchy, que tiene una cantidad ingente de con-
secuencias importantisimas, una de las cuales es que toda funcién compleja, si es derivable una vez en
un abierto, entonces es derivable infinitas veces, y de hecho analitica, en dicho abierto.

Teorema 5.4 (Férmula integral de Cauchy). Sean Q2 un abierto de C, y f : Q0 — C holomorfa. Entonces,
para cada disco cerrado D contenido en ) se tiene que

f@—l/f@%

N 211 oD 5 —Z
donde el borde OD de D estd orientado positivamente, para todo z € int(D).

Demostracion. Cambiando €) por un disco abierto ligeramente mayor que D contenido en {2, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que €2 es convexo. Fijemos z € int(D) y definamos g : 2 — C por

J@)=FG) Gy £ 5
g(w) = woE

f(z)siw = 2.

Es claro que g es continua en 2 y holomorfa en 2 \ {z}. Por el teorema anterior tenemos entonces

(éDﬂwa—O,

es decir
() = 1) 4 _
oD W — 2
luego
1
f(z)2mi = f(2) / dw = de,
op W — 2 op W — 2
donde en la primera igualdad hemos usado el Corolario 4.7 0

Corolario 5.5 (Propiedad del valor medio). Si f es holomorfa en un entorno abierto de D(zg, ) entonces

1 2w

flz0) == [ f(z0+re)do.
2T 0
Demostracion. La prueba se reduce a calcular la integral |, 9D (20.r) gf_(il y aplicar el teorema anterior COEI]I
zZ = Z0.

Combinando este Corolario con los problemas sobre funciones arménicas del Capitulo 2, obtenemos
también lo siguiente.

Corolario 5.6 (propiedad del valor medio de las funciones arménicas). Si w es armonica en un entorno
abierto de D(zy,r) entonces

1 2m )
’LL(Z(]) = 27?/() U(ZO + Tew)dH.

A partir de la férmula integral de Cauchy y usando el Teorema de derivacién bajo el signo integral
podemos demostrar que una funcién holomorfa tiene infinitas derivadas, y encontrar una férmula de
estilo parecido para estas derivadas.
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Teorema 5.7 (Férmulas integrales de Cauchy para las derivadas). Sean ) un abiertode C,y f : 3 — C
holomorfa. Entonces su derivada f' también es holomorfa, y en particular continua. De hecho f tiene
derivadas de todos los ordenes, y si D es un disco cerrado contenido en (), la derivada n-ésima de f

satisface
)y 1 f(€)
16 = 55 s

para todo z € int(D) y todon € NU {0}.

Demostracion. Por induccidn. Para n = 0 el enunciado es cierto: se reduce a la férmula integral de
Cauchy. Supongamos que la férmula es vélida para n; entonces aplicando el Teorema de derivacion bajo
el signo integral obtenemos

f("+1)(z) — dizf(n)(z) - diz ( n! /a f(6) d§> _nl / d  f(§) de

2mi Jop (€ =21 ) 2mi Jop dz (€ = 2)"

n! (n+DFE) 0 _ (n+1)!/ f(&)
¢ = 5 d&,
ap (§

T 2mi Jop (€ — 2)nt2 2 — )tz

luego por el principio de induccidn el enunciado y la férmula son vélidos para cualquier n € NU{0}. [

Corolario 5.8 (Desigualdades de Cauchy). Si f es holomorfa en un abierto de C que contiene un disco
cerrado D = D(zg, R), entonces

n!

1M (z0)] < ﬁzse%%!f@)l

para todon € N,

Demostracion. Aplicando el teorema anterior obtenemos

! ! 2m ity p; it

Wy = | O, :”-/ f(z0 + Re")Rie |

77 () 2mi /BD (€ — zo)tt < 21 | Jo (20 + Reit — zg)nt1 7| =
n! (¥ | f(zo + Re™)Rie' _n! | f(z0 + Re™)|R

n!
= — dt < — .
sl S e O

o9 0 (Reit)n+1

Se deduce inmediatamente de este corolario, aplicando el criterio de la raiz, que la serie
> f(n)
2
Sy
n!
n=0

tiene radio de convergencia mayor o igual que el radio de cualquier disco cerrado contenido en zg.
A continuacién vemos que de hecho esta serie converge a la propia funcién f(z) uniformemente en
cualquiera de dichos discos. Es decir, que toda funcién holomorfa es analitica.

Teorema 5.9 (Analiticidad de las funciones holomorfas). Sean 2 C C abiertoy f : Q — C holomorfa.
Entonces, para cada disco cerrado D = D(zy, R) contenido en $), la funcion f tiene una expansion en
serie de potencias centrada en z

s =Y T ey
n=0

n

que converge a f(z) uniformemente en z € D.
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Demostracion. Fijemos z € int(D). Para cada & € 0D se tiene

Z— 20

§— 20

y por tanto (usando el criterio M de Weierstrass) la serie geométrica

> (=2 :1_(12—;3)

|z — 2o
= <1,
R

n=0

converge, uniformemente en £ € 9D. Esto implica que

1 1 1 11 Kz a)" = ()"
g—z_f—zo—(z—z())_5—2’01_(2—2)_g—zoz(g—zo> _Z(f—zo)n+1a

n=0 n=0
uniformemente en £ € 0D. Por tanto, usando las férmulas integrales de Cauchy obtenemos

1 1 L (z—z)"
f(z):% 8D€f(_§)zd§:2m an(f) <Z(§_ZO§2+1> d¢

n=0

5 fOE—=)" N\ _ % f(©) N M)
_7;)( ap (& —z0)"t! d§> _Z</a (5—20)”+1d§>( o) _7;) n! ( o

n=0

donde el intercambio de suma infinita e integral se justifica gracias a la convergencia uniforme de la suma
en £ € OD. Esto prueba que la serie

> £(n)

> ! n(tZO) (z = 20)"
n=0 ’

converge a f(z) para cada z € int(D). Como el mismo argumento vale cambiando D(zg, R) por

D(z9, R + ¢) para algin ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que el disco D(zg, R + €) siga estando

contenido en €2, es obvio que la serie también converge a f(z) para z € 9D. Finalmente, para dicho &,

de las desigualdades de Cauchy se deduce que

1/n
<

Cl/n
(R+¢)’

n!

| F™ (z)

donde C = Sup.cyp(zy,r+e) |/ (2)| puede suponerse positivo, luego

1 , R+e

> lim ———

£ (20) 1/n n—00 Cl/"
n!

=R +e¢,

lim sup,, ‘

y por tanto aplicando el teorema de Hadamard se deduce que la serie de potencias

© £(n)(,
Z / (‘ 0) (Z _ Zo)n
n=0 :

n

tiene radio de convergencia mayor o igual que R+ ¢, y en particular converge uniformemente en el disco
cerrado D(zp, R). O

El teorema anterior, combinado con el de Hadamard, nos da inmediatamente el suguiente resultado:
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Corolario 5.10. El radio de convergencia de la serie de potencias centrada en z,
[e.e]
f(n) (ZO) n
2 o
n=0

de una funcion holomorfa f en un abierto () de C es mayor o igualEIque sup{r > 0 : D(zp,r) C Q};
es decir, mayor o igual que el radio del mayor disco abierto de centro zy que esté contenido en §2.

En particular se tiene que si f : C — C es holomorfa entonces para todo z € C es
o
-y 1)
f(z) - ~ n' Z

y la serie de potencias tiene radio de convergencia infinito. Esto puede usarse por ejemplo para deducir
facilmente las siguientes férmulas para las funciones exponencial, seno y coseno complejas:

Eoo 1 EOO (_1)" 2n+1 Eoo (_1)” 2
z __ n _ n p— n
e = 7’]’]"2 , senz = 7(271 T 1)'2 , COSZ = (2n)‘ z .

Otra consecuencia del teorema anterior es:

Corolario 5.11. Sean f, g : Q — C holomorfas, donde ) es un abierto conexo de C. Supongamos que
para algiin zy € Q) se tiene que f(z) = g(z0) y que " (z9) = g™ (20) para todo n € N. Entonces
f=genfl

Demostracion. Considerando la diferencia f — g basta probar el resultado en el caso especial en que
g = 0. Consideremos el subconjunto U de 2 definido por

U={z€Q:f(z)=0y f™(z) =0 paratodon € N}.

Por hipétesis zg € U, luego U # (). Puesto que f y sus derivadas son continuas, es claro que U es un
cerrado relativo a €. Por otro lado, si wg € U entonces f(wp) = 0 = f(™)(wp) para todo n € N, y
aplicando el teorema anterior tenemos que

o0

f(Z):ZT(Z—wO) =0
n=0

para todo z en un disco abierto D(wq, ) que esté contenido en 2. Se deduce entonces que f(z) = 0 =

£ (2) para todo z en dicho disco y todo n € N, luego D(wy,r) C U. Esto prueba que U es abierto.

Como U es abierto no vacio y cerrado relativo a €, que es conexo, se concluye que U = () y por tanto

f=0en. O

5.3. Mas consecuencias

Otra consecuencia muy importante de la analiticidad de las funciones holomorfas es que una pequeiia
parte de la funcién determina la totalidad: si dos funciones holomorfas definidas en un mismo abierto
conexo ) coinciden en un conjunto con algin punto de acumulacién dentro de {2, entonces son iguales.

"En el caso de que el radio de convergencia sea estrictamente mayor que dicho supremo, lo que ocurre es que la funcién f
puede extenderse de forma holomorfa a un conjunto abierto que contiene estrictamente a 2. En todo caso, si no se amplia la
definicion de €2, el mayor disco abierto de centro zo que esté contenido en €2 sera el mayor disco centrado en zo en el que pueda
garantizarse la igualdad
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Teorema 5.12 (de identidad). Sean Q2 abierto conexo de C, y f,g : Q — C funciones holomorfas.
Supongamos que existe un subconjunto E de ) que tiene algiin punto de acumulacion dentro de ) y tal
que f = g en E. Entonces f = g en todo ).

Demostracion. Cambiando f por f — g podemos suponer que g = 0. También podemos suponer que £
es una sucesion (z,) que converge a un punto zg € 2, y tal que f(z,) = 0y 2z, # 2o paratodo n € N.
Como f es holomorfa en €2, si tomamos R > 0 tal que D(29, R) C €2, sabemos que

f(z) =) an(z = 2)"
n=0

para todo z € D(zp, R), donde

(n)
0, = [ (20)
n!
para cadan € NU {0}. Afirmamos que f(z) = 0 para todo z € D(zy, R). En efecto, supongamos que
f no fuera idénticamente 0 en este disco. Entonces existirfa algin n tal que a,, # 0. Llamemos m al

primero de tales nimeros naturales. Entonces tendriamos que

f(2) =) an(z—20)" = (2= 20)™ Y _bi(z = 20)" = (= = 20)"g(2),
k=0

n=m

donde b; = ap,; paracada j € NU{0},y g(2) = Y 2y br(z — 20). Puesto que by = a,, # 0, por
continuidad de g existiria 7 > 0 tal que g(z) # 0si z € D(zp, 7). Pero entonces f(z) = (z—20)"g(z) #
0siz € D(z9,7) \ {20}, y esto contradice que f(z,) = 0y 2, # 2o para todo n, con lim,,_,~ 2, = 2.

Por tanto f es idénticamente nula en D(z, R), y como este conjunto es abierto se deduce que todas
las derivadas de f se anulan en zp, y por supuesto también f(zp) = 0. Entonces el Corolario nos
dice que f = 0 en todo el abierto conexo 2. O

Corolario 5.13 (Principio de permanencia de las ecuaciones funcionales). Sean ) C C abierto conexo,
E C Q un subconjunto con algiin punto de acumulacion dentro de ), y F' : Q x Q — C tal que las
funciones Q 5 z — F(z,w)y Q > w — F(z,w) son holomorfas para cada w € Q 'y cada z €
respectivamente. Supongamos que F(z,w) = 0 para todos los z,w € E. Entonces F(z,w) = 0 para
todos los z,w € .

Demostracion. Fijemos en primer lugar zp € E. Como la funcién w — F(zp,w) es holomorfa y se
anula en E, por el teorema anterior tenemos que F'(zg, w) = 0 para todo w € €.

Fijemos ahora un punto w € ) cualquiera. Sabemos que F'(zp, w) = 0, donde zy € E es arbitrario.
Es decir, sabemos que la funcién z — F'(z,w) se anula en E, y es holomorfa. Por el teorema anterior
deducimos que F'(z,w) = 0 para todo z € 2. Y como w € ) es arbitrario, se concluye que F'(z,w) = 0
para todos z,w € ). O

Utilizando el teorema anterior se deduce inmediatamente la validez de las siguientes igualdades

sen(z + w) = sen z cos w + €os z sen w (5.1
cos(z + w) = cos z cosw — sen z sen w (5.2)

cos® z +sen’z =1 (5.3)

para todos z,w € C, a partir de las correspondientes igualdades para niimeros reales.

A continuacién probamos un teorema de Liouville que nos dice que no hay funciones enteras y
acotadas que no sean constantes, y como consecuencia directa obtenemos una breve demostracién del
teorema fundamental del dlgebra.

Teorema 5.14 (de Liouville). Si f : C — C es holomorfa y acotada entonces f es constante.
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Demostracion. Puesto que C es abierto y conexo, basta probar que f’ = 0. Esto es consecuencia de las
desigualdades de Cauchy: dados cualesquiera zg € C, R > 0, sabemos que

n!

[P0l < 5y sup £
2z€0D(z0,R)

En particular, para n = 1, usando que f esta acotada en C, tenemos

o) < Mlee,

y haciendo R — oo obtenemos que f’(zp) = 0. O

Corolario 5.15 (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio P : C — C con coeficientes com-
plejos y de grado n > 1 tiene exactamente n raices (posiblemente repetidas, contadas con su multiplici-
dad).

Demostracion. Supongamos que P no tenga ninguna raiz en C. Entonces la funcién

f(z)zpzz),zec

estd bien definida y es holomorfa en C. Es inmediato comprobar que

lim f(z) =0,

|z]—o0

y junto con la continuidad de f esto implica que f estd acotada en C. Pero entonces, por el teorema
anterior, f es constante, luego P también lo es, y esto contradice que p sea de grado mayor o igual que
uno.

Por tanto P tiene al menos una raiz; llamémosla z;. Entonces P se puede factorizar en la forma
P(z) = (2 — 21)Q1(z), donde @1 es un polinomio de grado n — 1. Si n = 1 hemos acabado. En caso
contrario, aplicamos el argumento anterior a ()1 para obtener zo € C tal que Q1(z2) = 0. En particular
Q1(z) = (z — 22)Q2(z), donde Q2 es un polinomio de grado n — 2, y se tiene por tanto

P(z) = (z — 21)(z — 22)Q2(2).
Reiterando el argumento n — 2 veces llegamos a que
P(z)=(z—z1)(z — 22)...(2 — 2n)Qn,
donde @,, es una constante. O

Por tltimo estudiaremos el teorema de Morera, un reciproco del teorema de Cauchy que tiene con-
secuencias directas muy relevantes en relacién con las propiedades de las sucesiones de funciones holo-
morfas.

Teorema 5.16 (Morera). Sean () abierto de C, y f : 0 — C continua. Supongamos que

oo

para todo tridngulo T contenido en §) cuya region interior también estd contenida en §). Entonces f es
holomorfa en §Q.
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Demostracion. Supongamos primero que €2 es convexo. Entonces, como se observd después de la de-
mostracién del Teorema [5.2] la misma demostracién de ese resultado (cambiando la utilizacién del teo-
rema de Goursat por la presente hipétesis) sirve para probar que existe ' : 2 — C holomorfa tal que
F' = f. Pero como ahora sabemos que las funciones holomorfas tienen derivadas holomorfas (de todos
los 6rdenes), deducimos que F’ = f es holomorfa.

En el caso general en que €2 no es necesariamente convexo, para cada zg € {2 consideramos un disco
abierto D(zp,r) contenido en (2. Entonces, puesto que este disco es convexo, el argumento anterior
prueba que f es holomorfa en D(zg, ). Como 2 es arbitrario se deduce que f es holomorfa en todo el
abierto €. O

Teorema 5.17. Sea (fy,)nen una sucesion de funciones holomorfas en un abierto Q de C, f : Q@ — C
una funcion, y supongamos que ( fy,) converge a f, uniformemente en cada subconjunto compacto de Q.
Entonces f es holomorfa.

Demostracion. Observemos primero que f es continua en §2, por ser limite uniforme de funciones con-
tinuas en cada subconjunto compacto de {2, y en particular en cada disco cerrado contenido en 2. Sea D
un disco abierto contenido en €2, y sea I" un tridngulo cualquiera contenido en D. Al ser f,, holomorfa
en el abierto convexo D, sabemos por el teorema de Cauchy que

o

paracadan € Ny cadatridngulo 7" contenido en D. Entonces, dado 7" uno cualquiera de estos tridngulos,
como lim,,_,~ fn(2) = f(z) uniformemente en z € T, se tiene que

/f:/ﬁmhzﬁm fn = 0.

Por el teorema de Morera esto implica que f es holomorfa en D. Por Gltimo, como D es arbitrario, se
deduce que f es holomorfa en todo {2. O

Puede resultar instructivo comparar el resultado anterior con el teorema de Weierstrass que dice que
toda funcién continua definida en un compacto de R"”, y con valores en R™, puede aproximarse uni-
formemente por polinomios. Si aplicamos este teorema con n = m = 2 obtenemos que toda funcién
continua en un subconjunto compacto de C = R? puede aproximarse uniformemente por polinomios. Sin
embargo estos polinomios serdn en general polinomios reales, no complejos (puesto que todo polinomio
complejo es una funcién holomorfa, y evidentemente hay funciones continuas que no son holomorfas).
Recordemos que por ejemplo la funcién f(z) = Z no es holomorfa: es el ejemplo mds simple de polino-
mio real (incluso R-lineal) que no es un polinomio complejo (ni por supuesto tampoco C-lineal).

Teorema 5.18. Con las mismas hipotesis del teorema anterior, se tiene también que la sucesion de
derivadas f] converge a f', uniformemente en cada subconjunto compacto de ). Mds en general, para

cualquier j € Ny cualquier compacto K de Q, la sucesion de derivadas j-ésimas ( fT(Lj ))nEN converge a
la derivada j-ésima f9), uniformemente en K.

Demostracion. Sea K un compacto contenido en 2, y definamos
1.
0= gdlst(K, o)
si Q2 # C, 00 = 15si Q = C. Entonces el conjunto
Ks5:={z € Q:dist(z,K) <0}

sigue siendo compacto y estd contenido en €2, y por tanto f, — f uniformemente en Kj.
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Para cada j € Ny cada z € K, se tiene que D(z,0) C K C €,y aplicando las desigualdades de
Cauchy a la funcion holomorfa f,, — f obtenemos que

- - 4! 4!
9@ = D) <55 sup (fa€) = FE) < 55 sup [£a(6) = SO,
£€dD(z,0) £eKs
y como el miembro de la derecha de la anterior desigualdad tiende a 0 cuando n — co y no depende de
z € K, se concluye el resultado. O

Corolario 5.19. Si f, : Q@ — C, n € N, son funciones holomorfas y la serie F(z) = Y 7 fn(2)
converge uniformemente en cada subconjunto compacto de €, entonces F' : Q) — C es holomorfa.

Usando los resultados anteriores podemos dar también una versién mds refinadd’| del teorema de
derivacion bajo el signo integral.

Teorema 5.20 (de derivacion compleja bajo el signo integral, version 2.0). Sean 2 C C abierto, F' :
Q x [a,b] — C continua y tal que Q > z — F(z,s) es holomorfa para cada s en el intervalo [a,b].
Entonces la funcion f : Q) — C definida por

es holomorfa en ). Ademds, para cada zy € €, la funcion [a,b] > s %—f(zo, s) es integrable, y se

tiene

boF
f'(z0) = j g(zoa s)ds.
Demostracion. Salvo un cambio de variable evidente, podemos suponer que [a,b] = [0, 1]. Para cada

n € N consideremos la suma de Riemann

de forma que
1
f(z) :/ F(z,s)ds = lim f,(z).
0 n—oo

Como cada funcién z — F'(z, k/n) es holomorfa por hipétesis, es claro que f,, es holomorfa para todo
n € N. Por tanto, en virtud del Teorema bastard probar que f,, converge a f uniformemente en
cada disco cerrado D(zg,r) contenido en . Y en efecto, como F es continua y D(zp,7) x [0,1] es
compacto, F' es uniformemente continua en este conjunto, luego para cada € > 0 existird 6 > 0 tal que
si 21, 22 € D(z0,7), 81,82 € [0,1] y |21 — 22| + |s1 — s2| < J entonces

|[F'(21,81) — F(22,82)] <¢,
y en particular
|F(z,51) — F(z,82)| <esiz e D(z,7), 51,82 € [0,1], y [s1 — 82| < 6. (%)

Por tanto, para todo n > 1/4, z € z € D(zp, ), se tiene

1 & k 1
ZF(Z,) —/ F(z,s)ds
n n 0

k=1
n E I n ® N .
n po 8

;/ﬂ (F (z n) —F(z,s)> ds| < ;/1 ‘F (zn) — F(z,8)|ds < ;n — e,

“Nétese que esta versién del teorema no presupone ni continuidad ni integrabilidad de la derivada parcial OF/z.

[fn(2) = f(2)] =
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y esto prueba la convergencia uniforme de f,, a f en D(2, ), y por tanto que f es holomorfaen D(zg, 7).
Por dltimo, usando otra vez el Teorema |5.18] sabemos que la sucesion de derivadas f], también
converge a la derivada f’, uniformemente en D(z, ). En particular, asumiendo por un momento que la

funcién [a,b] 5 s — ‘?9 (20, s) es integrable, tendriamos

f'(z0) = Mm_f;,(20) = hng;Z g]: ( k) =, ZF(% s)ds.

Veamos que, de hecho, esta derivada parcial es siempre integrable Riemann, con integral f’(zp). Usando
el teorema de Darboux, bastara ver que para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para cualquier particién
P={a=ty<t; <..<ty=>b}de]l0,1]en subintervalos de longitud menor o igual que ¢, y para
cualesquiera s; € [tj—1,t;],j = 1,...,n se tiene

N oF
f1(z0) =) 5, (70,83) (tj = tj-1)| <.

=1

Supongamos que esto no fuera asi: entonces existirian €9 > 0, una sucesion de particiones P, = {a =

ty < tf < .. <1} } de0,1] en subintervalos de longitudes menores que 1/n, y puntos s’ en cada
sublntervalo [t? 1>t?] j=1,..., Ny, tales que
Nn

Z zO; ] _t?—l) > £€0. (**)
Definamos, para cada n € N, la funcién
gn(2) =Y F(z,87) (8] — 17 ,).

Cada g,, es holomorfa. Dado ¢ > 0 arbitrario, usando (*) obtenemos que sin > 1/0y z € D(z,1)
entonces

n 1
maa—f@nz}jF@@@up4zg—/"m%@@
k=1 0
N, t}’cl t"
:Z/ (F (z,s%) — F(z,s))ds <Z/ (z,s%) zs|ds<z (th —th_y) =
k=1 ticll k= tk 1

lo que prueba que lim,, .o, gn(2) = f(z), uniformemente para z € D(z,r). Entonces, usando el
Teorema |5.18] deducimos que g, converge a f’ uniformemente en los compactos de D(zp,7), y en
particular lim,,_, ¢,,(20) = f’(20), lo cual contradice (xx). O

Se deduce ahora ficilmente la siguiente variante del teorema anterior para integrales sobre curvas C'!
a trozos en C.

Corolario 5.21. Si Q C C es abierto, I es una curva de clase C* a trozos en C, yo:QxI = C
es continua y tal que para cada & € T la funcion Q > z — ¢(z,§) es holomorfa, entonces la funcion

g : Q — C definida por
o2) = [ o)
es holomorfa. Ademds, para cada zy € € se tiene

0
g(z0) = [ 52 (o ).
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5.4. Problemas

Problema 5.1. Calcular las siguientes integrales para una curva de clase C'! a trozos I' que vaya de —i
a 7i en el semiplano derecho.

|y 24dz;

2. [pefdz

3. Jpcoszdz;
4. [senhzdz.

Problema 5.2. Calcular |, o #"dz, donde C es cualquier circunferencia centrada en 0 y con orientacién
positiva, y n € Z.

Problema 5.3. Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior, suponiendo ahora que C' es cualquier cir-
cunferencia que no tenga al origen en su circulo interior.

Problema 5.4. Si Q2 = C\ {0}y f(z) = 1/z, demostrar que f no tiene ninguna primitiva en €.

Problema 5.5. Demostrar que si |a| < r < |b| entonces

1 271,
/T G- " a-b

donde C es la circunferencia de radio r centrada en 0, con orientacién positiva.

Problema 5.6. Demostrar que dos primitivas de una misma funcién en un abierto conexo difieren en una
constante.

Problema 5.7. Demostrar que

/ sen(:zQ)d:r:/ cos(z?)dx =
0 0

. ., . A _ .2 . . . P
Indicacién: integrar la funcién e " sobre un sector de circunferencia de radio R y dngulo /4, y hacer R — oc.

00
Sen xr T

de = —.

0 X 2

sobre el borde del semidisco superior de centro 0 y radio R, y hacer

=[3
=

Problema 5.8. Demostrar que

Indicaci6n: integrar la funcién f(z) = <1

R — oo.

Problema 5.9. Calcular las integrales

o0 o
/ e” " cosbrdx, y / e~ * sen bxdx, donde a > 0.
0 0

— Az

Indicacién: integrar la funcién e ,con A = +v/a? + b2 sobre un sector de circunferencia apropiado, de dngulo

dngulo w, con cosw = a/A.

Problema 5.10. Demostrar que para todo £ € R se tiene

> 2 ; 2
/ e 6727rzx§dw _ effrf )

—00

Indicacién: Integrar f(z) = ¢=™*" en el rectangulo de vértices R, £R + if.
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Problema 5.11. Supongamos que f es holomorfa con derivada continua en un abierto 2y que I' C 2
es una curva cerrada simple de clase C' a trozos cuya regién interior est4 contenida en 2. Aplicar el
teorema de Green para demostrar que
[i=0
r

obteniendo asi una version del teorema de Cauchy valida para curvas mds generales (bajo la suposicién
adicional de que f’ sea continua, la cual puede ser obviada puesto que ya hemos demostrado que las
funciones holomorfas son infinitamente diferenciables en sentido complejo). Después usar esta versién

del teorema de Cauchy para probar que
L[ fE
7(2) = /'()&
¥

T2 E—z

para todo z en la region interior a I.
Problema 5.12. Sea f(z) = ¢p + c12 + ... + ¢, 2" un polinomio. Demostrar que
! 2 L 0|2 - 2
/1|f(x)| da < 2/0 )20 = 73 el
_ =

Demostrar también que

Indicacion: considerar primero el caso en que los ¢; son reales, aplicando el teorema de Cauchy a la funcién f(x)?
separadamente en la mitad superior y la mitad inferior del disco unidad.

Problema 5.13. Supongamos que f es continua en el disco cerrado {z : |z| < R} y holomorfa en su

interior. Demostrar que
/ f(z)dz = 0.
|lz|=R

Indicacién: aproximar f(z) uniformemente por f,(z) = f(rz),r — 1.

Problema 5.14. Sean f : 2 C C — Cy T C Q un tridngulo cuya region interior también estd contenida
en (). Supongamos que f es holomorfa en {2 excepto quizas en un punto w € €2, y que f estd acotada en
un entorno de w. Probar que
[1=0
T

Problema 5.15. Calcular las siguientes integrales usando las férmulas integrales de Cauchy o el teorema
de Cauchy:

1. f|2|=2 Z_dz,n>0

z—1

2. ﬁz|=1 Z{de, n>0

3. f|z|:1 %d’z

4. lelzl cdz,mel
d

5 Jjoer e

d
N I o

Problema 5.16. Demostrar que si u : Q2 C R? — R es arménica entonces es de clase C™°.
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Problema 5.17. Usar la férmula integral de Cauchy para demostrar la propiedad del valor medio de las
funciones arménicas, a saber: si u : {2 C R?> — R es arménica y el disco cerrado de radio p y centro z
esta contenido en (2, entonces

1 2m )
u(z) = 277/0 u(z + pe®)do.

Problema 5.18 (Version débil del principio del mdximo para funciones holomorfas). Supongamos que
) es un abierto de C, y que I' C © es una curva cerrada simple de clase C'! a trozos cuyo interior estd
contenido en ). Dado zy un punto de la region interior a I', usar la version de la férmula integral de
Cauchy del problema [5.11] para demostrar que existe una constante C' tal que

[f(20)| < Csup{|f(2)]: z € T}

para cualquier funcién f holomorfa en 2. Después aplicar esta desigualdad a f(z)", tomar raices n-
ésimas, y hacer n — oo para concluir que puede tomarse C' = 1. Concluir que si f es holomorfa en (2,
el maximo de | f| en la regi6n interior a I se alcanza siempre en su frontera I.

Problema 5.19. Sea f : D — C holomorfa. Demostrar que el didmetro de f(ID) cumple

2£(0) < sup [f(2) — f(w)].

zwED
Problema 5.20. Si f es holomorfa en labanda —1 < y < 1,z € Ry cumple
1f(2)] < A(1+2])"
para todo z en dicha banda, donde 1 € R, demostrar que para cada n € N existe A,, > 0 tal que
F" (@)] < An(1 + |2])"
para todo x € R.
Problema 5.21. Demostrar que si u : R? — R es arménica y acotada entonces es constante.

Problema 5.22. Demostrar que si v es armonica en un abierto conexo {2 C C y todas las derivadas
parciales (de cualquier orden) de u se anulan en un punto zg € €2, entonces f es constante en 2.

Problema 5.23. Demostrar que si f : C — C es entera y no constante entonces f(C) es denso en C.

Problema 5.24. Digamos que una funcién f : C — C es doblemente periddica si existen dos periodos
w1, w2 € C de f que no estan alineados con 0 (es decir, wy, w2 son linealmente independientes en R2, y
se tiene f(z +w1) = f(z) = f(z + w2) para todo z € C). Demostrar que las tnicas funciones enteras
doblemente periddicas son las constantes.

Problema 5.25. Supongamos que f(z) es una funcién entera 'y f(z)/z" estd acotada para |z| > R.
Demostrar que entonces f(z) es un polinomio de grado menor o igual que n. {Qué més puede saberse si
f(2)/2" estd acotada en C?

Problema 5.26. Sea h una funcién continua en un intervalo [a, b] de R. Demostrar que la funcién

b
H(z) = / h(t)e "= dt
a
es una funcién entera para la que existen constantes A, C' > 0 tales que
|H(z)| < Ce™W! para todo z = = + iy € C.

A una funcién entera que satisfaga este tipo de restriccién en su crecimiento se le llama funcion entera
de tipo finito.
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Problema 5.27. Supongamos que la funcién h del problema anterior estd definida en un subintervalo
[a,b] de [0, 00). Demostrar que entonces la correspondiente funcién H estd acotada en el semiplano
inferior.

Problema 5.28. Sea h : [0,00) — C una funcién continua a trozos (en el sentido de que h es con-
tinua salvo en un conjunto de puntos aislados A C (0,00), y en cada a € A existen lim,_,,— h(z) y
lim,_,,+ h(x)). Supongamos que existen «, 3 > 0 tales que

|h(x)] < aeP”

para todo z € [0, c0). Demostrar que la funcién

1) = [ hia)e e

estd bien definida y es holomorfa en el semiplano {z € C : Rez > (}. Demostrar también que si se
tiene |h(z)| < ax™Neb® para todo 2 € [0,00), donde a,b > 0, N € N, entonces existe C' > 0 tal que
|f(2)] < C/(Rez — b)N*! para todo z con Rez > b.

Problema 5.29. Si f es una funcién entera, demostrar que para todo z € C existe C' > 0 tal que
|£*)(2)| < C(K!) para todo k € N. Por otro lado, si Q es conexo y g € H () tiene la propiedad de que
para algiin zy € Q existe C' > 0 tal que |¢*) (20)| < C para todo k € N, probar que existe una funcién
entera h tal que h = g en (2.

Problema 5.30. Si () es un abierto conexo de Cy f,g : 2 — C son holomorfas y cumplen que
f(2)g(z) = 0 para todo z € 2, demostrar que entonces f(z) = 0 para todo z € €, o bien g(z) = 0 para
todo z € (.

Problema 5.31. Sean f,g : C — C funciones holomorfas tales que 0 < |f(z)| < |g(z)| para todo z.
Demostrar que existe ¢ € C tal que f(z) = cg(z) para todo z.

Problema 5.32. Si f € H(€2) cumple que |f(z)| < 2 para todo z € (2, probar que:
1. si 2 = C, entonces f es constante;

2. si ) # C, entonces

k!
(k) <9
G0l =2 o e

para todo zg € ).

Problema 5.33. Sean (2 un abierto de C, (f,,) una sucesién de funciones holomorfas en €2, y (z5,) una
sucesién de puntos de {2 que converge a un punto zy € ). Supongamos que ( f,,) converge, uniforme-

mente en cada compacto de €2, a una funcién f. Demostrar que lim,, f,(Lk) (zn) = f (k)(zo) para cada
k e Nu{0}.

Problema 5.34. Sean (2 C C abierto acotado, y f : 2 —  holomorfa. Supongamos que existe zg € 2
tal que f(20) = 20y f'(20) = 1. Demostrar que entonces f es lineal.

Indicacién: puede suponerse zg = 0. Escribir f(z) = z + a,z" + O(2"*!) cerca de 0, y comprobar que para
fr = fo..o f (composicién de f consigo misma k veces) se tiene fi(z) = z + ka,z" + O(z"+1). Aplicar
entonces las desigualdades de Cauchy y hacer kK — oo.

z

Problema 5.35. Comprobar que la funcién f(z) = Y >, sen(z/n?)e” * es holomorfa en C.

Problema 5.36. Supongamos que f es una funcion entera y que para cada zg € C existe al menos algiin
coeficiente ¢, en su expansion

f(2) =) calz —2)"
n=0

que se anula. Demostrar que f es un polinomio. Indicacién: usar un argumento de numerabilidad.
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Problema 5.37. Para cada abierto U C C se definen

1/2
ufHLz(U):< /U f\2> Y Il = sup{l£(2)] : = € UY.

Si f es una funcién holomorfa en un entorno de D(zp, r), demostrar que para cada s € (0, ) existe una
constante C' = C(r, s) tal que

£l oo (D(z0,5)) < CNflL2(Dz0,r))-

Deducir que si (f,,) es una sucesion de funciones holomorfas en un abierto U C C que es de Cauchy
en la norma || - |[z2(¢), entonces (f,,) converge a una funcién holomorfa en U, uniformemente en cada
subconjunto compacto de U.

Indicacion: usar la propiedad del valor medio de las funciones holomorfas.

Problema 5.38. Supongamos que {f,},en es una sucesién de funciones uniformemente acotada de
funciones holomorfas en ) que converge puntualmente en ). Probar que de hecho la convergencia es
uniforme en todo subconjunto compacto de 2.

Indicacion: aplicar el teorema de la convergencia dominada a la férmula de cauchy para f,, — fi,.



Capitulo 6

Resultados de extension y aproximacion

6.1. El principio de reflexion de Schwarz

Dada una funcién definida en un conjunto, a menudo resulta ttil poder extenderla a un conjunto ma-
yor de manera que siga conservando algunas de sus propiedades (continuidad, diferenciabilidad, etc) en
su nuevo dominio. Recordemos dos resultados bésicos para funciones reales: los teoremas de extension
de Tietze y de Whitney. El teorema de Tietze permite extender funciones continuas en cerrados de un
espacio métrico al espacio total.

Teorema 6.1 (Tietze). Sean X un espacio métrico, C' un subconjunto cerrado no vaciode X,y f : C' —
R™ continua. Entonces existe F' : X — R™ continua tal que F(x) = f(x) para todo x € C.

Por otro lado el teorema de extensiéon de Whitney da condiciones necesarias y suficientes para poder
encontrar una extension diferenciable de una funcidn, junto con un candidato a derivada de esa funcién,
definidos en un cerrado de R™.

Teorema 6.2 (Whitney). Sean C un cerrado de R", f : C — R™, y G : C — L(R™,R™). Supongamos
que G es continua y que
i W) — fla) — Ga)(y — )

v ly — x|

=0

uniformemente para x en cada subconjunto compacto de C. Entonces existe F € C'(R™,R™) tal que

F=fenCyDF=GenC.

El reciproco también es cierto (y evidente). Hay también una version del teorema de Whitney para
funciones de clase C*(R™, R™) para k > 2, con condiciones mds complicadas que no procede resefiar
en estos comentarios introductorios a una de nuestras preguntas principales en este capitulo: dado un
abierto acotado € de C y una funcién compleja f definida en la adherencia 2 de C, ;puede extenderse
f a una funcién holomorfa definida en un abierto que contenga a 2? Una observacién importante que
explica la aparentemente escasa ambicion de nuestra pregunta es que en general este abierto no podré
ser todo C: por ejemplo, sabemos que es imposible extender la funcién z — 1/z, definidaen 2 = {z €
C:1 < |z] <2}, atodo C conservando su holomorfia. Sin embargo, como veremos en este capitulo, si
la frontera de €2 es buena y f es continua en 2 y holomorfa en €, si que habra una extensién holomorfa
de f definida en un abierto que contiene a (2. Este tipo de resultado es falso en general para funciones
reales.

Comenzaremos estudiando una situaciéon muy especial. Sea 2 un abierto de C que es simétrico
respecto de la recta real, es decir, tal que

z2€Q <= ze€q.

59
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Definamos

QOF ={z€Q:Im(z) > 0},
Q" ={zeQ:Im(z) <0},
I=QnNnR.

Obviamentees Q = QT UQ~ U L.

Teorema 6.3. [Principio de simetria]: Si f+y f~ son funciones holomorfas en Q" y Q~ respectiva-
mente, que pueden extenderse continuamente a I, y que cumplen

1(2) siz € QF;
f(z) =12 f(») sizeQ;
fT)=f(2) sizel

es holomorfa en §.

Demostracion. Es claro que f : {2 — C esta bien definida y es continua. También es obvio que f es
holomorfa en Q7 U Q™. La unica dificultad estd en probar que f es holomorfa en cada punto de I. Para
ello usaremos el teorema de Morera. Dado D un disco centrado en un punto x de I y contenido en (2,
tenemos que comprobar que fT f = 0 para cada tridngulo 7' C D. Consideraremos tres casos:

Caso 1. El tridngulo T no corta al segmento I. Entonces 7" estd enteramente contenido o bien en DT o
bien en D™, y como cualquiera de estos dos semidiscos es abierto y convexo, y f es holomorfa en ellos,
el teorema de Cauchy nos dice que fT f=0.
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Caso 2. El tridngulo T esté contenido o bien en D U I o bien en D~ U I. Supongamos por ejemplo que
T C D+ U I (el razonamiento es andlogo en la otra situacién). Entonces, definiendo

Gaso 2

ol

T. =ic + T,

tenemos que 7. C D™, luego

F=o.

T
Por otra parte es inmediato comprobar que

dm [ 1= [

Por tanto concluimos que fT f = 0 también en este caso.

Caso 3. La region interior a T corta a /. Podemos reducir la situacién al caso anterior escribiendo la
region interior a 7' como unién de tres tridngulos sélidos con bordes 71,15, T3 cada uno de los cuales
tiene un vértice o un lado contenido en I, y orientados de forma compatible con la orientacién de T
(véase la figura). Entonces tenemos

fr=[ e[ r=0r0r0=0

_‘
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gracias al caso 2.
Por el teorema de Morera, resulta que f es holomorfa en D. O

Otras variantes del principio de simetria de Schwarz se estudian en el Problema[6.2]

Obsérvese que un andlogo del teorema anterior es falso para funciones reales: por ejemplo, las fun-
ciones f*(x) = \/x, definida en (0,0), y f~(x) = /—=, definida en (—o0, 0), son de clase C* en
sus respectivos dominios, y admiten extensiones continuas a [0, c0) y (—oo, 0] respectivamente, pero la
tnica funcién continua f : R — R que coincide con f en (0,00) y con f~ en (—o0,0), a saber la
funcién f(z) = \/m , no es derivable en 0.

Teorema 6.4. [Principio de reflexion de Schwarz] Sea Q) un abierto de C que es simétrico respecto de
R, y sea f una funcion holomorfa en Q que se extiende con continuidad a I y toma valores reales en I.
Entonces existe ' : Q — C holomorfa tal que F = f en Q" U I.

Demostracion. Definamos F' : Q@ — C por

F(z):{f(z) s?zEQJ_FUI;
fZ) sizeQ,

y sean

f~(2) = f(Z), definidaparaz € Q™ U I,

fT(2) = f(z), definida para z € Q" U I.

Es claro que f* y f~ son continuas, y que coinciden en I (ya que f(z) = f(x) = f(z) paratodo z € I,
puesto que por hipétesis f toma valores reales en I). También es obvio que f* es holomorfa en Q7, y
que las restricciones de F'a Qt U Tya Q™ U T son, respectivamente, f* y f~. Por tanto, para concluir
la prueba usando el teorema anterior, sélo falta ver que f~ es holomorfa en 27. Esto es sencillo: si
D(zp,7) C 27, entonces, por la simetria de 2 respento de R, D(zp,7) C Q7. Al ser f holomorfa en
Q" , tiene una expansion en serie de potencias centrada en Zg; es decir, para cada z € D(z, 1), puesto
que zZ € D(Zp, ), podemos escribir

oo
1@ =3 anz - m)",
n=0
de donde, tomando conjugados,
- oo
F7(@)=fE) =) aulz—=2)"
n=0

para cada z € D(zp,r). Esto prueba que f~ es holomorfa en un entorno de zp, y como 2y € 2~ es
arbitrario concluimos que f~ es holomorfa en Q™. O

De nuevo el ejemplo f(x) = \/z, x € [0,00), muestra que el resultado anterior es falso para fun-
ciones reales. A continuacién aplicamos el principio de reflexion para obtener un resultado de extensién
para recintos con fronteras analiticas.

Definicion 6.1. Diremos que la frontera 02 de un subconjunto abierto €2 del plano complejo C es ana-
litica si cada punto z € 0f2 tiene un entorno abierto U para el que existe una aplicacion conforme (es
decir, holomorfa, biyectiva, y con inversa holomorfa) ¢ : D — U definida de un disco centrado en un
punto de la recta real R y que toma valores en U, de manera que (D) = UNQy o(DNR) = UNOA.
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Teorema 6.5. [Principio de reflexion de Schwarz, version 2.0] Sea ) un abierto de C con frontera
analitica, y supongamos que f : Q0 — C es continua en S, holomorfa en ), y que f(S2) es también un
abiertﬂ con frontera analitica que contiene a f(0Q). Entonces existen U abierto que contiene a €)'y
F : U — C holomorfa tales que F(z) = f(z) para todo z € .

Demostracion. Veamos primero que para cada 2y € 0S) existen V' entorno abiertode zpy g : V — C
tales que g coincide con f en V N (gracias al principio de identidad de las funciones holomorfas luego
podremos deducir facilmente el resultado general). Puesto que 02 y f(0f2) son analiticas, existen V' y
W, entornos abiertos de zo y f(20) respectivamente, y existen aplicaciones conformes ¢ : D — U,
¢ : D — W definidas en discos centrados en puntos de la recta real, tales que (D NR) = V N 99,
e(DT) =V NQ ¥(DNR) = WnN f(OQ),y ¥(DT) = Wn f(Q). Denotemos V+ = (DY),
W+ =4(D*),I = D" NR, I = D NR. Podemos suponer que f(V*) C W haciendo D més
pequefio si fuera necesario. Sea h : D™ U I — D U I definida por

h=1v"to foop.

La aplicacién h es continua en D* U I y holomorfa en D™, y se tiene h(I) C I C R.Porel teorema
anterior existe entonces H : D — C holomorfa tal que H = h en D*. Podemos suponer que H (D) C D
haciendo D mas pequefio si fuera preciso. Basta definir entonces g : V' — C por

g=tvoHop

que es holomorfa en V' y coincide con f en V N Q.

Veamos ahora como pueden definirse U y F' con las propiedades del enunciado. Para cada z € 012
sean V, entorno abierto de z y g, : V, — C holomorfa tal que g, (£) = f(£) para todo ¢ € V, NQ. Como
V. es abierto, existe r(z) > 0 tal que D(z,2r(z)) C V.. Definamos

U=0u | Dz r(2)),
z€0Q
y F:U — C por
F&)=f(&)sigeQ, yF() =g.(§)si& € D(z,r(z)) para algin z € 0N.

'Como veremos mis adelante, por el Teorema de la aplicaci6n abierta, resulta que la imagen de un abierto por una aplicacién
holomorfa no constante es abierto, de forma que esta hipétesis es redundante en la practica.
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Obsérvese que si 21,22 € 90y D(z1,7(21)) N D(z2,7r(22)) # 0 entonces |z1 — zo| < r(z1) + r(22),
lo que implica que o bien z2 € D(z1,2r(z1)) o bien z; € D(z2,2r(22)); en todo caso D(z1,2r(z1)) N
D(z2,2r(22)) es un abierto no vacio que corta a 9€2, y por tanto también corta a 2. Pero como g¢,, =
f =gz, en QN D(21,2r(21)) N D(22,2r(22)) # 0, se deduce del teorema de identidad de las funciones
holomorfas que g,, = ¢, en D(z1,2r(21)) N D(z2,2r(22)). Por tanto F' estd bien definida. Ademas,
como localmente F coincide o bien con f o bien con alguna de las g., que son holomorfas, es claro que
F' es holomorfa. O

Conviene observar que si f(£2) no tiene frontera analitica el resultado anterior es en general falso:
ver por ejemplo el problemal6.7]de este capitulo.

Se dice que una funcién fy : 29 — C es prolongacién analitica de otra funcién f : €23 — Csi {2y
es un abierto que contiene a {21, fo es holomorfa en 29, y f5 coincide con f; en €2;. Es evidente que la
relacion

f1 =X fo < fo es prolongacion analitica de f;

es un orden parcial. Un argumento de zornicacion estdndar muestra que toda funcién holomorfa tiene
una prolongacién analitica maximal. Sin embargo, las prolongaciones maximales no son Unicas, ya que
sus dominios son en general diferentes.

6.2. El teorema de aproximacion de Runge

Hay importantes diferencias entre los resultados de aproximacién por funciones diferenciables en
sentido real (o incluso funciones real-analiticas) y por funciones holomorfas. Por ejemplo, recordemos
que, como consecuencia del teorema de Weierstrass si K es un compacto de R" y f : K — R™ es
continua, existe una sucesion (Fy) de polinomios reales tales que P, — f uniformemente en K. Por
otro lado, puede demostrarse que si f : R” — R es uniformemente continua y acotada entonces

1 o=y

fe(z) = (Ame) 2 Jon fly)e™ %= dy = fx He ()

(donde H.(x) = %/26““2/ 42 el miicleo del calor) es una funcién real-analitica en R™ tal que

(4me)

el_l/gﬂr fe(z) = f(z)
uniformemente en € R™; ver el Problema [I[1.9]y la Proposicion [I1.4] del capitulo 11 para mas infor-
macién. La terminologia proviene del hecho de que u(t,z) = f x Hy(x) es la solucién de la ecuacion
del calor
9u — Ayu=0 en(0,00) x R";
u(0,z) = f(x) paratodox € R"™.

En C, este tipo de resultados de aproximacion de funciones continuas por funciones diferenciables en
sentido complejo (es decir, holomorfas) son falsos. Por ejemplo, ya sabemos que si una funcién compleja
es limite, uniforme en compactos, de una sucesion de funciones holomorfas, entonces es holomorfa. Pero
obviamente existen funciones continuas que no son holomorfas (por ejemplo z — 2).

No obstante, cabe preguntarse: si f es holomorfa, ;es cierto que f puede aproximarse, uniformemente
en cada compacto, por polinomios complejos?E] La respuesta a esta pregunta es que ello depende de la
geometria del dominio de f. Por ejemplo, observemos que si f es holomorfa en un disco entonces tiene
una expansion en serie de potencias que converge uniformemente en los subconjuntos compactos de
ese disco, y por tanto puede aproximarse uniformemente en tales compactos por polinomios (las sumas
parciales de la serie de potencias). Por otro lado, si @ = C\ {0} y K = 9D(0,1), f(z) = 1/z es

Los polinomios que proporciona el teorema de Weierstrass no son en general complejos, como se ha observado en el
capitulo anterior.
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holomorfa en  pero no puede aproximarse uniformemente en K por polinomios (puesto que | f =
2mi, mientras que [, P x P = 0 para cualquier polinomio).
El teorema de Runge clarifica completamente la sﬁuacmnﬂ

Teorema 6.6. [Runge] Sean € un abierto de C, K C ) compacto, y f : Q0 — C holomorfa. Entonces f
puede aproximarse uniformemente en K por funciones racionales (es decir cocientes de polinomios). Si
ademds C \ K es conexo, entonces f puede aproximarse uniformemente en K por polinomios.

Demostracion. La primera parte del enunciado se deducird de los siguientes lemas.

Lema 6.7. Existe una coleccion finita de segmentos 71, ..., yn contenidos en Q0 \ K tales que

=g [ {5

para todo z € K.

Demostracion. Sea d = %d(K ,002), y consideremos una cuadricula del plano formada por cuadrados
solidos (Q paralelos a los ejes coordenados, y de lados de longitud d. Denotemos

{Q1,..,Qu} =9 :={Q:QNK # 0}

(la subfamilia de estos cuadrados que cortan a K), orientemos positivamente el borde 0(); de cada (), y
denotemos por 7y, ..., Yy la coleccién de lados de cuadrados de Q que no son comunes a dos cuadrados
adyacentes de Q.

Nétese que para cadan = 1,..., N se tiene v, C Q \ K. En efecto: si 7, no estuviera contenido en
Q tendriamos d(K, C \ ) < diam(Q;) = v2d = gd(K, C\ 9), lo que es absurdo. Por otra parte, si
n cortara a K entonces al menos uno de los ocho cubos adyacentes al cubo Q; del cual vy, es un lado
intersecaria también a K, contradiciendo la eleccién de ~,,.

*Como veremos en los ejercicios, si C \ K no es conexo entonces existe F' holomorfa en un entorno de K que no puede
aproximarse uniformemente en K por polinomios; es decir, el reciproco de la segunda parte del teorema es también verdad.
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Ahora, si z € K no estd en la frontera de ningin cuadrado ) € Q y estd en el interior de algin
Q; € Q, tenemos, por el teorema de Cauchy y la férmula integral de Cauchy, que

R (S {f(z) sim = j;

271 Jog,, § — 2 0 sim # j.

Por tanto, para todos estos z se tiene

& ()
—sz/m e

1

Por otro lado, si @, y @,y son adyacentes, las integrales sobre su lado comun se toman una vez en un
sentido y otra vez en el sentido opuesto, de modo que las integrales sobre los lados que son comunes a
dos cuadrados se cancelan entre si, y por tanto

ZQm/aQ 5725 Z2m/§€’

lo que prueba el lema en el caso en que z no esté en la frontera de ningtin cuadrado @ € Q.
Para demostrar el caso general, observemos que, puesto que p,, := d(y,, K) > 0 las funciones

)

Z d€

'Yné._

son continuas en K + 3p,D(0,1), y entonces la funcién

N A3
zH;m/andf

es continua en K + %pD(O, 1) :== U, donde p = minj<p<nprn. Como la funcién z — f(z) es también

continua en U, y ambas funciones coinciden en U \ U%Zl 0Qm, que es un subconjunto denso de U,
estas funciones son iguales en todo U'. Es decir,

N
1 f€)
1) =3 5 | Fae
nzl 2mi )., E—2
para todo z € U, y en particular para todo z € K. O

Lema 6.8. Si vy es un segmento contenido en Q2 \ K, existe una sucesion de funciones racionales, con

singularidades contenidas exclusivamente en vy, que aproxima la funcion fv gdﬁ, uniformemente en
z e K.

Demostracion. Sea -y : [0, 1] — C una parametrizacion de + (abusamos de la notacién), de forma que

L fy@®)
/g_zdg 0L

Puesto que ¥ N K = () la funcién

%o

es uniformemente continua en el compacto K x [0, 1], luego dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

z— F(z,t) :=

sup |F(z,t1) — F(z,t2)| < esi |ty —ta] < 0.
zeK
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Definamos

iZ( 5 - ka/fj/” (k).

k=

que es una suma de Riemann para fol F(z,t)dt y también una funcién racional, por ser suma de funciones
del tipo
bj

)
aj z

conaj,bj € C.Paran > 1/0y z € K tenemos entonces

Fal2) 1f(7(t))27'(t)dt‘ _ En:/ <F(z,j)—F(z,s)> ds| <

0o () - o) n
n i n c
F(z,=)— < ==
Z/Jl (z F(z,s) dS_Zn g,
j=1 n J=1
lo quue prueba que f,(z) converge a fﬁ/ %dﬁ uniformemente en z € K. O

Combinando los dos lemas anteriores deducimos inmediatamente la primera parte del teorema de
Runge. Para demostrar la segunda parte (es decir que la aproximacién uniforme de f en K por polinomios
es posible si C \ K es conexo), en vista de demostracion del lema anterior es suficiente probar que
cualquier funcién del tipo

1

Z—a

Z =

puede aproximarse, uniformemente en K, por polinomios, siempre que a € C\ Ky C\ K sea conexo.

. .. 1 .
Lema 6.9. Si C\ K es conexoy z9 € C\ K entonces la funcion z 7—5; Dbuede aproximarse por
polinomios, uniformemente en z € K.

Sea D un disco abierto suficientemente grande para que K C D,y sea z1 € C\ D. Se tiene

o0 o0
1 _r 1 _ 1 inzz_izn
z— 2 2711 — £ 21 21 Pk
n=0 n=0 1

donde la serie converge uniformemente en z € K. Las sumas parciales de esta serie son polinomios en
z que aproximan la funcién z — ﬁ uniformemente en z € K. Dado que, para cada j € N, la funcién

g(z) = 2/ !

puede aproximarse, uniformemente en K, por polinomios en la variable z. Por tanto bastard demostrar
que si

Sea y una curva en C \ K que conecta z con zj, digamos que v : [0,1] — C\ K es continua,
~v(0) = 20, y v(1) = 2. Pongamos

1
p= id(K77)7
y elijamos puntos wg = zp, w1, ..., w; = 21 en la traza de -y tales que
wj — wja| <p

paratodo j =0,1,....,0 — 1.
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; / / 1 .
Afirmamos que si w € 7y y w' es tal que |{w — w'| < p entonces z + = puede aproximarse,

uniformemente en K, por polinomios en la variable Z_lw,. En efecto,
0 IN T o] n+1
1 _ 1 1 = 1 Z w—w :Z(’U)—U/)n 1 ’
z—w  z—w ] -—w=w oz z—w (z —w')
Z—w n=0 n=0
donde la serie converge uniformemente en 2z € K, yaque, si z € K,
w—w o
z—w' 20 2

Las sumas parciales de esta serie son polinomios en la variable ﬁ que convergen, uniformemente en

z € K, alafuncién ﬁ

Usando reiteradamente este aserto junto con la observacién de que si una funcién del tipo z —

puede aproximarse uniformemente en K por polinomios en la variable Z_lw, entonces cualquier

1
zZ—w
. . 2 . . . . 1 .
potencia suya (y por consiguiente también cualquier polinomio en la variable _—_) puede aproximarse

uniformemente en K por polinomios en la variable ﬁ, y por supuesto también el hecho de que si una
funcién puede aproximarse uniformemente en un conjunto por funciones de un tipo A, y las funciones
de tipo A pueden aproximarse uniformemente en ese conjunto por funciones de otro tipo B entonces
la funcién puede aproximarse uniformemente en el conjunto por funciones de tipo B, obtenemos lo

siguiente. La funcién ﬁ puede aproximarse, uniformemente en K, por polinomios en la variable
1 1
z—w1’ z—wsy’
pueden aproximarse, uniformemente en K por polinomios en la variable etc, hasta llegar en [ pasos
1

que a su vez pueden aproximarse, uniformemente en K, por polinomios en la variable

1
z—w3z”’

que

a que —— puede aproximarse por polinomios en la variable , que como hemos visto al principio
z—20 z—zll

pueden aproximarse por polinomios en la variable z. Por tanto ——— puede aproximarse por polinomios

en z, uniformemente para z € K. 0

6.3. Problemas

Problema 6.1. Supongamos que f es una funcién continua y que no se anula en el disco unidad cerrado,
y tal que f es holomorfa en el disco unidad abierto. Demostrar que si | f(z)| = 1 para todo z con |z| = 1,
entonces [ es constante.

Indicacion: extender f a todo C poniendo f(z) = 1/f(1/%) para |z| > 1, y razonar como en las demostraciones
del principio de simetria y del principio reflexién de Schwarz.

Problema 6.2. Sea f una funcién continua en un abierto €2 tal que f es holomorfa en €2 \ R. Probar que
f es holomorfa en (2. Generalizar (por ejemplo, cambiar R por una linea cualquiera de C, o una curva
inyectiva de clase C'! a trozos).

Problema 6.3. Demostrar que si y(t) = 71(t) + iy2(t), t € I C R es una curva real-analitica regular
(es decir, para cada t € I existe g > 0 tal que y1(t) = Y oo an(t —t0)" y y2(t) =D oo o bu(t —to)"
para todo ¢t € [t — 0o, to + do], donde a,, = ,an) (to)/nly b, = ’yén) (to)/n!, y ademds +/(t) # O para
todot € I),y si I' = ~(I) es una curva cerrada simple de C, entonces la regién €2 interior a 7 tiene
una frontera analitica segtin la Definicién[6.1} Deducir que el Teorema[6.5] puede aplicarse a este tipo de
region. Concluir que a los abiertos €2 cuyas fronteras son una unién finita de curvas cerradas simples que
localmente son gréficas de funciones real-analiticas (y = y(z) o x = z(y)) puede también aplicérseles
el Teorema[6.3]

Problema 6.4. Si f : R — R es real-analitica, demostrar que existen un abierto {2 de C y una funcién
F : Q — Cholomorfa talesque R C Qy F(z) = f(x) paratodo z € R.
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Problema 6.5. Probar el reciproco del teorema de Runge: si K es un compacto de C cuyo comple-
mentario no es conexo, entonces existe una funcién holomorfa en un entorno de K que no puede ser
aproximada uniformemente en K por polinomios.

Indicacién: Sea zyp € K¢y definamos f(z) = 1/(z — zo). Suponiendo que f pueda ser aproximada uniformemente
en K por polinomios, comprobar que existe un polinomio p tal que |(z — z0)p(z) — 1| < 1, y usar el Problema
del capitulo anterior para demostrar que esta desigualdad sigue valiendo en la componente conexa de K¢ que
contiene a zg.

Problema 6.6. Consideremos la funcién f : D — C definida por

f2)=>_ 7"
n=0

Demostrar que:
1. f es holomorfa.

2. dado cualquier z € 9D, no existe ninguna funcién continua g definida en un entorno U de z tal
que f=genUND.

3. En particular, f no tiene ninguna extensién holomorfa a un entorno abierto de .
Indicacion: si § = 27¢/2%, donde ¢, k € N, considerar z, = re'?, y probar que lim, _,; - |f(2,)| = cc.

Problema 6.7. En 1872 Weierstrass dio los primeros ejemplos de una funcién continua en R que no es
diferenciable en ningin punto de R: la funcién

o)

W =Y 21” cos(13™1)

n=0
tiene esta propiedad. Suponiendo cierta esta afirmacién, consideremos la funcion
f(z):Z—z , z€D.

27’1
n=0

Demostrar lo siguiente:
1. f es holomorfa en D.
2. f puede extenderse con continuidad a D, y por tanto también a todo C.

3. Dado cualquier z € JD, no existe ninguna funcién holomorfa g definida en un entorno U de z tal
que f =genUND.

4. En particular, f no tiene ninguna extension holomorfa a un entorno abierto de ID.

Problema 6.8. En este problema se demostrara el teorema de Weierstrass citado en el ejercicio anterior:
si0 <b<1lya € Nesimpary cumple que ab > 1+ %TF, entonces la funcién

flx) = Z b" cos (a"mx)
n=0

es continua en R pero no es diferenciable en ningtin punto.
Indicacién: para ello, procédase como sigue: dado xy € R, para cada m € N existe o, € Z tal que

. (11
x =a Ty — Qpm ——, =
m—41 0 279
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Definanse

" oy, —1 x,,_am—kl
m T qm ’ m am ’
de modo que
/ _ 1+ Tm41 Vi . 1-— Tm+1
Ly — L0 = — am » Ty — L0 = am )

y por tanto x'm < xg < x y im0 2, = 29 = lim,, o0 217,. Descomponer la suma que define a f(z) en
dos sumas S7 + 5o, la primera de ellas finita, desde n = 0 hasta n = m — 1, y la segunda de ellas desde n = m
hasta co. Probar que

mw(ab)™ 1+ cos (a"Xpmi1)

= 2
< — m ‘23 >7 m
ISil < Sy 15el = (@)™ D iR R > gl

y deducir que
fy) = flxo)

=00 = lim 7
x'’'m — xg

m—r0o0

lim
m—r o0

’f(xin) — /(o)

x'm — xg

Estas indicaciones siguen la demostracion original de Weierstrass. En 1916, G.H. Hardy demostr6, usando técnicas
de Andlisis de Fourier, que basta suponer 0 < b < 1,a > 1,y ab > 1 (y a no tiene por qué ser entero). En particular,

la funcién ¢(z) = >0 | 5= cos (2"z) es continua y no es diferenciable en ningdin punto.

Problema 6.9. En este problema se demostrara que existe una funcién entera F' con la siguiente propie-
dad: dada cualquier otra funcién entera, existe una sucesién creciente (nj) de nimeros naturales tales
que

lim F(z+ng) = h(z)

k—o0

uniformemente en cada subconjunto compacto de C.

Para ello, consideremos una enumeracién (py )22, de los polinomios cuyos coeficientes tienen partes
reales e imaginarias en Q.
(a) Demostrar que basta con encontrar una funcién entera F' y una sucesion creciente M,, de naturales
tales que

1
|F(2) — pn(z — M,)| < — paratodo z € D,,
n

donde D,, denota el disco de centro M, y radio n.
(b) Construir una funcién con la propiedad anterior poniendo

F(z) =) un(2),
n=1

donde u,(z) = pp(z — Mn)e*c”(Z*M”)2 y ¢n, M, son nimeros positivos elegidos adecuadamente y
, ’ P . _ .2 . , .

tales que lim ¢, = 0,1im M,, = oo (téngase en cuenta que la funcién e~ tiende a cero rdpidamente

cuando |z| — oo en los sectores |argz| < w/4 — J y |m — argz| < w/4 — 9).



Capitulo 7

Teoria global de Cauchy

7.1. Homotopias y recintos simplemente conexos

Una cuestiéon importante de la teoria de funciones de variable compleja es saber en qué tipos de
regiones pueden definirse primitivas de una funcién holomorfa dada (por ejemplo, ;en qué subregiones
de C \ {0} puede definirse un logaritmo, es decir una primitiva de la funcién 1/2?). Ya sabemos que
en las regiones convexas esto puede hacerse, pero la condicién de convexidad es demasiado restrictiva
cuando se desea hacer una teoria suficientemente general de caracter global. La respuesta depende de los
conceptos de homotopia de curvas y de conexién simple. Intuitivamente, un abierto simplemente conexo
es un abierto conexo que no tiene agujeros. La presencia de agujeros puede detectarse encontrando curvas
con los mismos puntos inicial y final que no pueden deformarse continuamente una en otra manteniendo
fijos los extremos. Tales deformaciones continuas de una curva en otra son lo que se llama homotopias.

Definicion 7.1. Sean 7o,71 : [a,b] — © C C dos curvas continuas con los mismos puntos inicial y

71
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final (es decir yo(a) = y1(a), y v0(b) = ~1(b)). Diremos que 7o y 1 son homdtopas en ) si existe una
aplicacion continua H : [0, 1] x [a, b] — 2 tal que

H(87 CL) = VO(CL) =N (CL) y H(S7 b) = ’YO(b) =N (b) para todo s € [07 1]7 y
H(0,t) =v0(t) y H(1,t) = v1(t) paratodo t € [a,b].
Se dice en este caso que H es una homotopia entre g y 1.

Asi, para cada s € [0, 1], la curva [a,b] > t — ~,(t) := H(s,t) es continua, y tiene los mismos
puntos inicial y final que g y 1. Conforme s variade 0 a 1, la curva 7 va transformandose gradualmente
en vyi.

Proposicién 7.1. Si Q C C es abierto y o, v son curvas de clase C'* que son hométopas en Q, siempre
puede encontrarse una homotopia H entre ellas en ) que es de clase C*. Por otro lado, si v y 71 son
de clase C' a trozos y son hométopas en (), existe una homotopia H entre ellas en §) de forma que para
cada s € [0,1] la curva s = H(s,-) es de clase C' a trozos.

La demostracion de esta proposicion se deja como ejercicio (ver el problema([7.4]de este capitulo).

Teorema 7.2. Si f es holomorfa en un abierto Q de C y ~o, 1 son curvas de clase C' a trozos hométopas

en ), entonces
[ =]+
Y0 Y1

Demostracion. Supongamos vy y 1 parametrizadas en un intervalo [a, b]. Por la proposicién anterior
existe H : [0,1] X [a,b] — £ homotopia entre vy y 1 con la propiedad adicional de que cada curva
vs = H(s,-) es de clase C! a trozos en [a,b]. Como K := H([0,1] x [a,b]) es compacto y estd
contenido en €2, existe ¢ > 0 tal que K + D(0, 3g) C 2. Por otro lado, al ser H uniformemente continua
en [0, 1] X [a, b], existe 6 > 0 tal que

|H(81,t1) — H(SQ,tQ)‘ <e si ‘81 — 52’ < ) Yy ‘tl — t2| < 1) (*)
y en particular se cumple que

sup [7vs; (t) = s, ()| < € si|s1 — 52| < 6.
te(a,b]

Fijemos por el momento s1, so € [0, 1] tales que |s1, 82| < J,seana 1=ty < t1 < ..ty < tpy1:=0b
tales que \tj — tj+1| < 4, y definamos

zj = V51 (b)), wj = V55 (t5), Dj = D(z, 2e),
paraj = 0,1,...,n + 1. Gracias a (*) se tiene que

‘Zj - wj’ = |7sy (tj) - 782<tj)‘ <,
‘Zj—&-l - Zj‘ = Vs1 (tj+1) — Vs1 (tj)’ <e
|Zj - wj+1| = |781(tj) — Vs (tj+1)| <e,
de modo que zj, zj4+1,w;,wj+1 € D; para cada j = 0,1,...,n. Ahora bien, como cada disco D; es

convexo, existe Fj : D; — C, primitiva de f en D;. En cada intersecciéon D; N D1 las funciones F} y
F}; 1 son primitivas de la misma funcién f, y por tanto difieren en una constante. Entonces

Fiy1(zj11) — Fip1(wjr) = Fi(zj41) — Fj(wjt1),
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lo que implica que

n n

S~

[

f- / f= / f-= / f=
Ts2 j Ysq [tgsti+1] 0 Vsaltjstita]

(Fj(zj+1) — Fj(z5)) — Z (Fj(wj+1) — Fj(wj)) =

s =1 j=

NE

j=1 Jj=0
[(F(2541) = Fj(wjy1) — (Fj(z5) — Fj(w;))] =
=0
> 1(Fia(zi) = Fypa(wia) — (F(z5) — Fi(w))] =
7=0

Fo(zn+1) — Fo(wns1) — (Fo(z0) — Fo(wo)) =
(Fr (7, (b)) = Fn(s, (b)) — (Fo(7s, (@) — Fo(7sy(a))) =0 —0=0.

L]

1 S2

Asi pues

siempre que |s1 — sa| < 0.
Si ahora hacemos variar s, s2, eligiendo sp = 0 < 51 < ... < 8;p < Spt1 = 1 de tal forma que
|sj — sj4+1| < d, obtenemos de lo anterior que

/%fz/vl f=-.-=/smf=/%f-

S1

O]

Definicion 7.2. Un abierto conexo €2 de C diremos que es simplemente conexo si todo par de curvas en
) con los mismos puntos inicial y final son hométopas en §2.

Por ejemplo, es sencillo demostrar que todo abierto convexo de C es simplemente conexo. También
lo es el probar (usando por ejemplo coordenadas polares y observando que (0, 00) X (—m, ) es convexo
en R?) que C \ (—00,0] es simplemente conexo. Un ejemplo de abierto que no es simplemente conexo
es C \ {0} (veremos un poco més adelante en este capitulo una demostracién rigurosa de este hecho).

Es un ejercicio rutinario probar que los homeomorfismos conservan los conjuntos simplemente co-
nexos. En particular, cualquier abierto de C que sea homeomorfo a un disco es simplemente conexo

Teorema 7.3. [Existencia de primitivas en abiertos simplemente conexos] Si Q0 C C es un abierto
simplemente conexo y f : Q0 — C es holomorfa, entonces existe F' : QQ — C holomorfa tal que F' = f.

Demostracion. Fijemos zg € €y definamos F' : 2 — C por

Fl)= [ [,

V=

donde . es cualquier curva C'! a trozos en € que une zy con z (siempre existe tal -y, por ser {2 conexo).
La definicion de F' es independiente de la curva -y, escogida, ya que si 7, es otra curva que une zy con
z en §2, como este abierto es simplemente conexo entonces 7, y . son hométopas en §2, y por tanto
L. = f% f gracias al teorema anterior.

'Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre con la conexién (la imagen continua de un conjunto conexo es conexo), una
aplicacion continua puede transformar un conjunto simplemente conexo en otro conjunto que no es simplemente conexo. Por
ejemplo, C es simplemente conexo, f(z) = e es continua, y f(C) = C \ {0} no es simplemente conexo.
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(2 £)

Veamos que F'(z) = f(z) para cada z € (. En efecto, fijemos 2z € Q y elijamos £ > 0 tal que
D(z,¢) C Q.Como D(z,€) es convexo, existe G primitiva de f en D(z, ¢). Dada una curva C! a trozos
. que una zg con z, la concatenacién v, U [z, z 4+ h| es una curva que une zg con z + h, y por tanto

F(z+h) — F(2) :/[ =0 =60,

lo que implica que

Ym F(z+h)—F(z) — lim G(z+h})l—G(z) ~G(e) = f(2).

h—0 h h—0

O

Teorema 7.4. [de Cauchy, version 2.0] Si §2 es un abierto simplemente conexo de Cy f : Q — C es
holomorfa, entonces
[
¥

para toda curva cerrada v : [a,b] — Q de clase C' a trozos.

Demostracion. Por el teorema anterior existe F' : 2 — C primitiva de f, y entonces se tiene

/ f = F(3(b)) — F(3(a)) = 0.

O]

Usando el teorema anterior podemos dar un argumento riguroso que demuestra que C \ {0} no es
simplemente conexo: si lo fuera, tendriamos

1
0= / —dz = 27,
|z|=1 #
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lo que es absurdo.

En los cursos de topologia algebraica se demuestra facilmente que un conjunto abierto, conexo y
acotado €2 de R? es simplemente conexo si y sélo si R? \ C es conexo. También se ve que si I' es una
curva cerrada simple en R? entonces R?\ T tiene exactamente dos componentes conexas: una no acotada,
que se llama regién exterior a I', y otra acotada, que se llama regioén interior a I'; este resultado se conoce
como el Teorema de la curva de JordanE] En lo que resta de capitulo usaremos con frecuencia estos
teoremas.

7.2. Teoremas de Cauchy para recintos miiltiplemente conexos

A veces se llama regién multiplemente conexa a cualquier abierto limitado exteriormente por una
curva cerrada simple de clase C' a trozos, e interiormente por una cantidad finita de curvas del mismo
tipo, que son los bordes de los agujeros del abierto. Para este tipo de regiones es valida una version del
teorema de Green que nos servird para deducir versiones mds generales del teorema de Cauchy y de la
férmula integral de Cauchy.

Teorema 7.5. [de Green] Sea Q un abierto simplemente conexo y acotado de R? cuyo borde 0S) es
una curva cerrada simple de clase C' a trozos, y sean Uy, ..., Uy, abiertos simplemente conexos con
adherencias @ que estdn contenidas en ), y con bordes Uy, ..., 0U,, que son curvas cerradas simples
de clase C" a trozos. Supongamos que 7] NU, = 0 si j # k. Sean P, Q funciones de clase C' definidas

en un entorno abierto de Q) \ (U;n:l Uj>. Entonces se tiene que

“ P
/ Pdz + Qdy — Z/ Pdz + Qdy = / (‘Zf? - ‘Z) dady,
o0 =/ ou; Q\(U7, Uy) €z Y

en donde 0N, OUy, ..., OU,, estdn orientadas positivamente.

Recordemos que la orientacion positiva del borde 0€2 de un recinto (2 limitado por una curva cerrada
simple v en R? es aquella que recorre OS2 una vez en el sentido de las agujas del reloj, lo que equivale a
recorrer OS2 una vez dejando (2 a la izquierdaE]

Teorema 7.6. [de Cauchy, version 3.0] Sean €, Uy, ..., U,, como en el teorema anterior, y sea [ una

funcion holomorfa definida en un entorno abierto de Q0 \ (U;n:1 U j). Entonces

/anf_j; anf:Q

en donde 0N), OUy, ..., OU,, estdn orientadas positivamente.

Demostracion. Escribamos f = u + iv, con u,v : W — R, siendo W un entorno abierto de € \
(U;”Zl Uj) en donde f es holomorfa, y u = Re(f), v = Im(f). Sea~y : [a,b] — W una parametrizacion
de 092, y escribamos 7(t) = (z(t), y(t)). Se tiene que

b b
/ ;= / (1)) + iv(y(8)) 7 (£)dt = / (W (1)) + iw(3(1))) (' (1) + i (1)) dt =
o0 a a
b b
/ (u(y(£)a (8) — v(r()y (2)) dt + i / (u(r(£)y/ (1) — vl (8)a () dt =

/ udx — vdy + z/ vdz + udy.
o0 o0

*Md4s en general, se demuestra que si S es un subconjunto de R™ que es homeomorfo alaesferaS™ ™! = {x € R™ : |z| = 1}
entonces R™ \ S tiene exactamente dos componentes conexas.

*También equivale, como veremos més adelante en este mismo capitulo, a que W (7, z) = 1 para todo z € €, donde
W (7, -) es la funcion indice.
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Andlogamente resulta que

Z f—Z/ ud:z:—vdy+i2/ vdz + udy.
j=1 /an j=1"9U; j=1"9U;

Entonces, usando primero el teorema de Green y después las ecuaciones de Cauchy-Riemann, obtenemos
que

F=> 1 f=
/BQ = Jou

udx — vdy — / udx — vdy + 1 / vdx + udy — / vdr + udy | =
/aa ; U ( o0 ; 9U;

/ (—av—a“> d:cdy+i/ <au—av> dxdy =
o\(Un,v;) \ Oz Oy o\(Up, v;) \Oz 9y

/ Od:[:dy+i/ Odxdy =040 =0.
Q2 (U;n=1 UJ’) Q (U;nzl Uj)

O]

Teorema 7.7 (Férmula integral de Cauchy, version 3.0). Sean €, Uy, ..., Uy, como en el teorema anterior,
y sea f una funcion holomorfa definida en un entorno abierto de )\ U;nzl Uj. Entonces, para todo

z € Q\UjL, U, se tiene que

ISR IGIE U5
(2) e ']Zl/an e,

_Tm 395—2 Tm f

y también
ey [ fO . m s f©)
F7 = o /69 (3 Z)”“dg 2mi ;/@Uj (€ - z)”“d&

para todo n € N, donde 052, OU1, ..., OU,, estdn orientadas positivamente.
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En particular, si Q) es simplemente conexo y OS2 es una curva de clase C a trozos, se tiene

nl f€)

2mi Jaq (§ — 2)" 1

F(z) = 3

paratodon € NU {0}, z € Q.

Demostracion. Fijemos z € Q\ L, Uj, y seae > 0 tal que D(2,¢) C Q\ UjL, U;. Consideremos la
funcién
f€)

-2

que es holomorfa en un entorno abierto de (ﬁ\ UiL, Uj> \ D(z,6) = Q\ (D(z, e)UUiL, Uj). Por

el teorema anterior (aplicado con g en lugar de f y D(z,¢),Uq, ..., Uy, en lugar de Uy, ..., U,;,) tenemos

que
0= / g— / g— / 9,
o0 0D(z,e) ]Z; oU;

0_/8(25?(5)2%_/(%%)5—2 Z/BU §—Z

Por otro lado, por la férmula integral de Cauchy para un disco sabemos que

2mif(z) = /8 . g © e,

lo que combinado con la igualdad anterior nos da

_ ! f(€
f(z) = 2ri dgf—z 27”2/ —z &

El resto de las afirmaciones del enunciado se demuestran andlogamente. O

9(§) =

es decir

7.3. Ellogaritmo complejo
Recordemos que se define la rama principal del logaritmo como la funcién

log z = log |z| + iArgz, z € C\ (—o0,0],

donde Argz = 0 si z = re? con § € (—m, ). Esta funcién no puede extenderse continuamente a
C \ {0}. También hemos visto que la funcién 1/z no tiene ninguna primitiva en ningdn conjunto de la
forma D(0,¢) \ {0}. A continuacién vemos que puede definirse una rama del logaritmo en cualquier
abierto simplemente conexo que contenga al nimero 1 y no contenga a 0.

Teorema 7.8. Sea Q) un abierto simplemente conexo de C tal que 1 € Qy 0 ¢ ). Entonces existe una
funcion F : Q — C tal que:

1. F es holomorfaen ),y F'(z) = 1/z para todo z € §);
2. eF(2) = z para todo z € €);
3. F(r) =logr sir es un niimero real positivo cerca de 1.

Ademads F' es la tinica funcion en §) con estas tres propiedades.
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Demostracion. Como 0 ¢ €2, la funcién 1/z es holomorfa en 2. Definamos

1
F(z)= [ e,
(2) iy

donde 1, es cualquier curva de clase C'! a trozos en 2 que conecta 1 con z. Puesto que €2 es simple-
mente conexo, la definicién de F'(z) no depende de la curva -y, escogida. Repitiendo el argumento de la
demostracion del Teorema[7.3]se ve que para cada z € Q existe F'(z) = 1/z, lo que prueba (1).

Para comprobar (2) es suficiente ver que ze ¥ (2) = 1 para todo z € Q. Y en efecto, como

di (ze*F(z)> = PG _ 2P (2)e ) = 0,
z

el conjunto § es conexo, y la funcién Q 3 z — ze F(?)
debe ser constantemente 1.

Finalmente, si r € (0,4+00) ye > Oestal que 7 € D(1,e) C £ entonces el segmento [1,7] estd

contenido en 2, y por tanto
1 "1
F(r)= / —d¢ :/ —dt =logr,
RS 1t

lo que prueba (3). La unicidad de F’ se deduce del teorema de identidad y de (3). O

vale 1 en 1 (ya que F(1) = 0), esta funcién

Enel caso Q = C\ (—00,0], si z = re, § € (—n,7), escogiendo ., como la concatenacién del
segmento [1,7] con la curva ¢t +— rett, 0 < t < 0, es claro que la funcién F' construida en el teorema
anterior coincide con log z = log r + 6. Esto también puede deducirse de la propiedad (3) y el teorema
de identidad, ya que tanto F' como log son funciones holomorfas en {2 que coinciden en un disco de 2.
Mas en general, este tltimo argumento demuestra que, dado un abierto €2 de C simplemente conexo y tal
que 1 € Q, 0 ¢ €, s6lo existe una primitiva de 1/z que vale O en 1.

Es también titil observar que

o0 n
1 Z
log(1+2) = z:(—l)"+ ~ para todo |z| < 1,
n=1
identidad que puede comprobarse derivando ambos miembros de la igualdad, sumando la serie geomé-
trica obtenida, y observando que ambos miembros se anulan en z = 0.
A partir del teorema anterior podemos también definir ramas de la funcién z® para cualquier a € C:

dado €2 abierto simplemente conexo que contiene a 1 pero no a 0, se define

20— @ log, 27

donde logq denota la tnica primitiva de 1/z en €2 que vale 0 en 1, es decir la funcién F' del teorema.
Obsérvese que 1% = 1, y que si o = 1/n entonces (z'/")" = 2.

A continuacién vemos que cualquier funcién definida en un abierto simplemente conexo y que no se
anula en ningtn punto de su dominio tiene un logaritmo.

Teorema 7.9. Si ) es un abierto simplemente conexo de Cy f : Q — C es holomorfa y no se anula en
ningiin punto de ), entonces existe una funcion holomorfa g : Q0 — C tal que

f(2) = ) para todo z € Q.

Ademds, si h es otra funcion holomorfa en ) con la misma propiedad, entonces g — h es constante.

Demostracion. Fijemos un punto zg € §2 y definamos, para cada z € 2,

LG

9= | Fe

d¢ + ¢,
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donde , es cualquier curva C'! a trozos en € que une z( con z, y cg s una constante tal que e®® = f(zp).
La definicién es independiente de la curva . escogida, y usando el argumento de la demostracién del
Teorema(7.3]se ve que g es holomorfa en €2 con
P

f(2)
Ademais la funcién z — f (z)e‘g(z) es constantemente 1 en €2, puesto que su derivada es cero (lo que
se comprueba inmediatamente), y vale 1 = f(z9)e™“ en z = 2. Es decir que f(z) = ¢9(%) para todo
z € ). Por tltimo, si h es otra funcién con la misma propiedad que g, se tiene

J(2)f(2) = ¢ (2)e9F) = f'(z) = W (2)e"D) = 1 () f (2),

de lo que se deduce que ¢'(z) = h/(z), y por tanto que g y h difieren en una constante. O

7.4. La funcion indice

En esta seccidn serd importante distinguir entre una curva parametrizada v y su traza I', ya que
podré recorrer varias veces su traza, y hacerlo en sentido negativo. Si 7y : [a,b] — C es una curva
parametrizada, cada vez que 7 da una vuelta alrededor de un punto z, la cantidad 5= arg(y(t) — z)
aumenta o disminuye una unidad (dependiendo del sentido de giro). Recordando que w +— log(w—z) :=
log |w — z| 4+ arg(w — z) tiene por derivada 1/(w — 2), si y es cerrada resulta natural llamar a la integral

1 1

d
21 v

vw—z

el ndmero de vueltas que vy da alrededor de z.

Definicién 7.3. Si~y : [a,b] — C esunacurvacerraday z ¢ I" := v([a, b]), se define el indice de z con
respecto a vy (o el nimero de vueltas de v alrededor de z; en inglés the winding number) por

W(2) = Wye) = 5 [ 2de
Y

E—2

o %
2,
(k)

Por ejemplo, es facil ver, usando la férmula integral de Cauchy y un sencillo cambio de variable, que
para y(t) = ¥, 0 < t < 27, k € Z, se tiene

ko osi|z| < 1;
Wy(z) =
(2) {0 si|z] > 1.

0 siz=zp;
Wy(2) =<1 siz=xn

2 siz= zo.
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Proposicion 7.10. Sea v : [a,b] — C una curva cerrada, y I' = ~([a, b]). Se tiene:
1. Siz € C\T entonces W,(z) € Z.
2. Si zy w estdn en una misma componente conexa de C \ I" entonces W (z) = W, (w).
3. Si z estd en la componente conexa no acotada de C \ T, entonces W, (z) = 0.

Demostracion. Podemos suponer [a, b] = [0, 1]. Definamos G : [0, 1] — C por

e,
o= [ S5

que es una funcién continua que ademads es derivable, salvo quizds en una cantidad finita de puntos, con

G'(t) = ’7(75/)@)2

Consideremos también la funcion H : [0, 1] — C definida por
H(t) = (v(t) = 2) e 90,
que también es continua, y derivable salvo a lo sumo en una cantidad finita de puntos, con
H'(t) =+ (t)e " = G'(t) (v(t) = z) e ) = 0.
Esto implica que H es constante. Como ademads, puesto que y(0) = (1), se tiene

1(0) =2 = (3(0) = 2) 90 = H(0) = H(1) = (5(1) = 2) ) = (3(0) = z) e,

deducimos que e ¢ = 1, luego G (1) es un miltiplo entero de 27, y como
W,(2) = 5G(1)
Z)=— )
7 27
esto prueba (1).
Por otra parte, por el teorema de derivacion bajo el signo integral, la funcién W, (z) = ﬁ f7 gdfz

es holomorfa en C \ T', y en particular continua en este conjunto, y como por (1) esta funcién sélo toma
valores enteros, debe ser constante en cada componente conexa de C \ I'. Esto prueba (2).
Finalmente, (3) se deduce de (2) y del hecho de que

1 1
lim W,(z) = lim / d¢ = 0.
g

|z| =00 |z| o0 271 E—2
O

Teorema 7.11. Sea 2 un abierto conexo y acotado de C. Entonces §) es simplemente conexo si'y solo si
W, (2) = 0 para toda curva cerrada ~ en Q de clase C* a trozos y todo z € C \ .

Demostracion. Si 2 es simplemente conexo y z € C \ §2 entonces la funcién f(£) = - es holomorfa

E—=z
en £, y por el Teorema [7.4]tenemos
[ =0
g

luego W.,(2) = 0, para toda curva 7y cerrada en  de clase C"* a trozos.

Para demostrar el reciproco usaremos que, al ser {2 abierto conexo y acotado, {) es simplemente
conexo si y s6lo si C \ € es conexo. Razonando por reduccion al absurdo, basta entonces probar que si
C\ 2 no es conexo entonces existen una curva -y cerrada en ) de clase C'* a trozos y un punto w € C\
con W, (w) # 0.
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Al ser C\  desconexo, podemos escribir C \ {2 = F} U Fy, con Fy, F cerrados disjuntos no vacios.
Ademads, como s6lo uno de ellos es no acotado, podemos suponer que F> es la componente conexa no
acotada de C \ 2, y que Fj es compacto.

Lema 7.12. Dado w € F}, existe una familia finita Q = {Q1, ..., Qn} de cuadrados cerrados pertene-
cientes a una cuadricula del plano formada por cuadrados de igual tamario y lados paralelos a los ejes,
tal que:

1. w € int(Qq);
2. int(Qj) Nint(Qr) = O si k # j;
3. Fy Cint <U?:1 Qj>;

4 Fyn (U;.;l Qj) = 0;

5. La frontera de U?:1 Qj estd contenida en )y consiste en una union finita de curvas cerradas
simples poligonales que son disjuntas dos a dos.

Suponiendo cierto el lema por un momento, terminemos la demostracién del teorema. Puesto que
w e int(Q1) yw ¢ Q; para j > 1, se tiene que

227”/8@5 w:L

donde los @); estdn orientados positivamente. Sean 1, ..., yar las curvas poligonales dadas por (5) del
lema; entonces se tiene, debido a las cancelaciones al integrar dos veces la funcién en cada lado comtin
a dos cuadrados, una vez en un sentido y otra en el sentido opuesto, que

Mo d¢
_Z2m/Q§ w ;2%@ w&—w
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En particular, alguna de las integrales de la suma del miembro de la derecha tiene que ser no nula: existe
ko € {1,..., M} tal que
1 d¢

2mi e E—w

es decir W, (w) # 0 para esta curva cerrada 7y, que, segin (5) del lema, estd contenida en 2, mientras
que w € Fy C C\ . Esto concluye la prueba del teorema.

Demostremos ahora el lema. Como F} es compacto y F; es cerrado, y Fy; N F5 = (), tenemos que la
distancia d := d(F}, F») es positiva. Sea Gy una cuadricula del plano formada por cuadrados cerrados de
lados de longitud menor que d/10, paralelos a los ejes coordenados, y de forma que w estd en el centro
de un cuadrado de esta cuadricula. Denotemos por R = { Ry, ..., R,,} 1a subcoleccién de Gy formada por
los cuadrados de Gy que cortan a F'; obviamente R es finita por ser F acotado, y podemos suponer que
w esta en el centro de R;. La frontera de cada cuadrado I?; de 'R se considera orientada positivamente.
Es claro que R cumple las propiedades (1) — (4) del enunciado, aunque quizds no la (5).

Diremos que un lado de un cuadrado R; de R es un lado borde si no pertenece a dos cuadrados
adyacentes de R. Llamaremos vértices borde a los extremos de cada lado borde. Diremos que un vértice
borde es malo si es punto extremo de mas de dos lados borde, y que es bueno en caso contrario. La
frontera de U?Zl R; es igual a la unién de los lados borde de los cuadrados de R. Si hay vértices malos
entonces esta frontera no serd unién de curvas cerradas simples y la propiedad (5) no se cumplird. Para
corregir esta posible situacion, refinamos la cuadricula Gy, subdividiendo cada cuadrado de Gy en 9
subcuadrados de igual tamafio, obteniendo asi una sub cuadricula que llamaremos G.

lados beede

32

£

/!M\n no borde

Denotemos por {Q1, ..., @, } los cuadrados de G que son subcuadrados de cuadrados de R (asi que
p = 9m). Podemos suponer que w esta en el centro de 1. Podemos ahora anadir una cantidad finita
de cuadrados de G alrededor de cada vértice malo de { Ry, ..., R,,} (exactamente dos cuadrados mds por
cada vértice malo) de forma que la familia resultante @ = {Q1, ..., @, } no tiene ningin vértice malo.

Rt

verkia borde wmals

A

vertices bordas buewss

No hA7 V{(’ﬂtﬂ mnlu
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Es claro que Q cumple (1) — (4). Veamos que también cumple (5). Sea [a1, az] un lado borde de
U?Zl Q;. Entonces as es el punto inicial de otro lado borde [a2, ag]. Continuando asi, obtenemos una
sucesion de lados borde [a1,as2], [az,as], [as,as], etc. Como hay una cantidad finita de lados borde,
se tiene que a = a; para ciertos j > k > 1. Podemos elegir como j’ el menor j para el que existe
k < jconay = aj, y llamar k" al menor de los k < j tales que ax = ay. Si K’ > 1 entonces a]
serfa punto extremo de tres lados borde, a saber [ay/_1, ap'], [ap, ap'41], ¥ [aj—1, a;], luego a; serfa un
vértice malo, lo cual es absurdo. Por tanto &’ = 1. Esto quiere decir que el poligono formado por [a1, as],
lag, a3], ..., [ajs_1, ;] es una curva cerrada simple, a la que llamamos ;.

Repitiendo el proceso, en una cantidad finita de pasos obtenemos curvas poligonales cerradas sim-
ples 72, ..., var, disjuntas dos a dos y también disjuntas con <1, y de forma que la unién Ujj\i 175 €s
precisamente la frontera de [ J7_; Q;.

El siguiente resultado resume lo que sabemos sobre los abiertos acotados simplemente conexos, en
relacion con las propiedades de las funciones holomorfasﬂ

Teorema 7.13. Sea §2 un abierto acotado de C. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. Q es simplemente conexo.
2. C\ Q es conexo.
3. Toda funcion holomorfa f : Q0 — C tiene una primitiva.

4. Para toda curva cerrada ~ en S de clase C' a trozos y toda funcién holomorfa f : Q — C se tiene

que f7 f=0.
5. W(2) = 0 para toda curva cerrada y en ) de clase C* a trozos y todo z € C \ Q.

Demostracion. Por todo lo anterior sabemos que (1) <= (2) = (3) <= (4). Es obvio, poniendo
f(w) = -1 en (4), que (4) = (5). Y también sabemos (5) == (1) por el teorema anterior. Luego

w—z

todas las propiedades son equivalentes. O

Usando Ia funcién indice podemos también dar una versién de la férmula integral de Cauchy que es
valida para curvas parametrizadas cerradas cuyas trazas pueden recorrerse varias veces.

Teorema 7.14. Sean Q2 C C un abierto simplemente conexo, f : Q — C una funcion holomorfa, y
v : [a,b] — Q una curva cerrada. Entonces

W) 1) = 5 [ e
Y

para todo z € Q\ y([a, b]).

Demostracion. Definamos g : 2 — C por

f&)—f(2) : .
_ ) T == M £ # z;
9() {f’(z) sié=z.

Es claro que g es continua, en €2, y que g es holomorfa en Q2 \ {z}. Por un ejercicio (o simplemente como
consecuencia de los teoremas de Goursat y Morera), sabemos que entonces g es de hecho holomorfa en

todo ; otra forma de comprobar esto es escribir f(§) — f(z) = Y2 m({ — z)", luego g(§) =

n=1 n!
o (n) z n o (n+1) z n
Ly, - =, a2 e - 2o

*Las equivalencias del teorema, exceptuando la propiedad (2), son vilidas también para abiertos no acotados, como veremos
en el capitulo 10.
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Por el teorema de Cauchy tenemos entonces

Pero, puesto que z € Q \ v([a, b)),

Lo [

_ LE—z
f(§) 1
= | —*=d§— —d
[ e f(z)Ag_zﬁ
= &df — f(2)2miW,(2),
vE—2
de donde se sigue la igualdad del enunciado. O

7.5. Problemas

Problema 7.1. Esbozar la traza de la curva y(t) = e sen(2t), 0 < t < 27, y determinar W (v, z) para
todo z que no esté en dicha traza. Después hacer lo mismo con la curva o (t) = €% cos(2t).

Problema 7.2. Usar la férmula de Green (Teorema para, suponiendo que f es holomorfa y con
derivada f’ continua en un entorno de 2, demostrar la férmula de Cauchy

f(z) = 1 / &df, z €1,

T 2mi Jogg €— 2

directamente, sin usar la teoria del Capitulo 5.
Indicacion: Demostrar primero una version del Teorema suponiendo que f’ es continua, en el caso en que el
recinto s6lo tiene un agujero en forma de disco D(z, €). Después hacer ¢ — 0.

Problema 7.3. Probar que si f : U — V es un homeomorfismo y U es simplemente conexo entonces
también loes V.

Problema 7.4. Sean o,71 : [a,b] — € C C dos curvas de clase C! a trozos, y supongamos que son
homdtopas en 2. Demostrar que existe una homotopia H : [0, 1] x [a,b] — Q entre g y 71 tal que para
cada s € [0,1] lacurva [a,b] > t — v4(t) := H(s,t) es de clase C' a trozos. Demostrar también que si
70,71 son de clase C'! entonces H puede tomarse de clase C*([0, 1] x [a, b]).

Indicacién: usar por ejemplo el teorema de Weierstrass para aproximar una homotopia continua por un polinomio
real P : R? — R? con P([0,1] x [a,b]) C ©. Después combinar g, v; y P mediante sumas y multiplicaciones
por funciones adecuadas para obtener una funcién H con las propiedades deseadas.

Problema 7.5. Probar que todo abierto €2 estrellado respecto de un punto (es decir, que existe zg € €2 tal
que para todo z € 2 el segmento [z, z] estd contenido en (2) es simplemente conexo.

Problema 7.6. Probar que no existe ninguna funcién f holomorfa en el disco unidad abierto que se
extienda con continuidad a su frontera y tal que f(z) = 1/z en dicha frontera.

Problema 7.7. Demostrar que si f es holomorfa en un abierto {2 de C' en donde no se anula, entonces
log | f| es arménica.

Problema 7.8. Sean 7,0 : [a,b] — C curvas cerradas de clase C'! a trozos, z € C, y supongamos que
para cada ¢ se tiene z ¢ [y(t), o(t)]. Probar que W (v, z) = W (o, z).

Problema 7.9. Sean ~y y o curvas cerradas en un abierto 2 de C, de clase C'! a trozos. Supongamos que
vy o son hométopas en 2. Probar que W (v, z) = W (o, z) para todo z ¢ Q.



7.5. PROBLEMAS 85

Problema 7.10. Sean ) abierto de C, y f : Q — C diferenciable en sentido real, con D f continua.
Supongamos que
f=0
oD

para todo disco cerrado D contenido en ). Demostrar que entonces f es holomorfa en (2.
Observacion: en realidad no hace falta que f sea de clase C'!; es suficiente con que f sea continua. Ver el Problema

MLI1

Problema 7.11. Si 2 C C es simplemente conexo y u : w — R es arménica, probar que « tiene una
conjugada arménica en €2 (es decir, existe v € C?(£2) arménica tal que u + v es holomorfa en 2.
Indicacién: la funcién G := du/0x — i0u/dy es holomorfa, y por tanto tiene una primitiva.
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Capitulo 8

Singularidades aisladas y series de Laurent

8.1. Series de Laurent

En este capitulo estudiaremos las funciones que son holomorfas en un entorno de un punto 2y salvo
quizds en zo; veremos que estas funciones pueden expandirse en series de la forma ), an(z — 20)",
y que una férmula similar a la de Cauchy permite calcular los coeficientes a,, en funcién de los valores
de f en una circunferencia de centro zg. Después clasificaremos los tipos de singularidades que este tipo
de funciones pueden tener en 2.

Definicion 8.1. Diremos que una funcién f definida en un entorno de co en C* es holomorfa en oo si la
funcién g definida por

9(2) = f(1/2),

donde convenimos que 1/00 = 0y 1/0 = oo, es holomorfa en 0.

Por ejemplo, la funcién f(z) = 1/z es holomorfa en oo. Lo mismo ocurre con z — P(1/z),
donde P es cualquier polinomio. Sin embargo ningtin polinomio P(z) no constante es holomorfo en co.
Obsérvese también que si f es holomorfa en co entonces f estd acotada en un entorno de oo en C* (es
decir, estéd acotada fuera de algin disco centrado en 0).

El teorema de descomposicion de Laurent nos permite expresar una funcién holomorfa en un anillo
D(zg,0) \ D(z, p) como suma de una funcién holomorfa en D(zg, o) més una funcién holomorfa en

C*\ D(zo, p).

Teorema 8.1. [Descomposicion de Laurent] Sean 0 < p < o < +00, y supongamos que [ es una
funcion holomorfa en el anillo Q = D(zg,0) \ D(z0,p). Entonces existen fy : D(zg,0) — Cy
f1: C*\ D(z0, p) — C funciones holomorfas tales que

f(z) = fo(2) + fi1(z) para todo z € Q.
Ademds, si normalizamos f1 de forma que f1(c0) = 0, entonces esta descomposicion es tinica.

Obsérvese que si f es holomorfa en el disco grande D(zp, o) esta descomposicién es la trivial:
f = fo.y f1 = 0.Si f es holomorfa en C* \ D(zp, p) entonces también tenemos una descomposicién
trivial: f = f1 + ¢o, con fo(2) = cp, constante. Si suceden ambas cosas, entonces f estd acotada en C,
y por el teorema de Liouville debe ser constante, luego en este caso fi = 0y fy = co, constante.

Demostracion. Comencemos probando la unicidad de la descomposicion. Supongamos que f(z) =
90(z) + g1(z) es otra descomposicién con las mismas propiedades. Entonces go — fo = f1 — ¢1 en
Q). Definamos

h(z) = {go(z) — folz) size D(Zof);
fi(2) = ai(z) siz e C\Dizo.p).

87
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Es claro que la funcién h : C* — C estd bien definida y es holomorfa; ademds h(oco) = fi(oc0) —
g1(o0) = 0 —0 = 0. Luego lim|,|_,, h(2) = 0, y como ademds h es continua esto implica que h estd
acotada en C. Por el teorema de Liouville esto implica que h es constante, y s6lo puede ser la constante

0. Por tanto gy = fo,y g1 = f1.
Demostremos ahora la existencia de esta descomposicién. Por la férmula integral de Cauchy para

recintos multiplemente conexos, aplicada al subanillo €2, s := {z € C : r < |z — 29| < s}, donde
p <1 < s < o,conjunto en el que f es holomorfa, tenemos que
1 f(€ 1 f(&
f) = o e (¥
270 Jje—zgl=s € — 2 270 Jie—zg)=r € — 2

para todo z € €2, 5. Definamos fy s : D(z,s) — C por

L oy
fos(2) /l6 ¢,

270 Jig—zp)=s € — 2

y fir : C*\ D(2p,s) — C por
1 f(€)
() = —— 1 e,
fi0(2) /I5 3

270 Jje—zo|=r § — 2

entendiendo que fi,(co) = 0. Por el teorema de derivacion bajo el signo integral, es claro que fo s y
f1, son holomorfas en D(zp,s) y en C\ D(z, ), respectivamente. Ademds es inmediato comprobar
que lim;_, f1,-(2) = 0, luego la funcién

° {gl’r(l/z) si 2 # 0;

siz=0

es continua en un entorno de 0, y holomorfa en dicho entorno menos 0. Por tanto (combinando los
teoremas de Goursat y Morera) es holomorfa en un entorno de 0, y esto significa que f; es holomorfa en
oo. En consecuencia fi , es holomorfa en todo su dominio.

Noétese que si p < s < s’ < o entonces, por el teorema de Cauchy para regiones miltiplemente
conexas, aplicado al subanillo {w € C : s < |w — 29| < §'} y ala funcién & — %, que es holomorfa
en un entorno de la adherencia de dicho subanillo siempre que |z — zg| < s, se tiene

1 f(&) 1 & .
M =Ly R =)

fos(z) = fos(2) silz—z| <syp<s<s <o

lo que significa que

Andlogamente se ve que
fir(z) = fir(z) sir<|z—z| y p<r’ <r<o.
Esto nos permite definir finalmente fj : D(zg,0) — C por

fO(Z) = fO,s(Z)

para cualquier s tal que |z — 29| < s < o,y f1 : C*\ D(20,p) — C por

f1(2) = f1.(2)

para cualquier 7 tal que p < r < |z — 2|, con fi(0c0) = 0. Es claro que las definiciones de fy y f1
son independientes de los nimeros s, r elegidos. Ademas fj es holomorfa en cada disco D(z, s) con
s < o, por coincidir con fy , en tal disco, y por tanto f; es holomorfa en la unién de todos esos discos
abiertos, que es precisamente D(zg, o). Andlogamente se razona que f; es holomorfa en C* \ D(zq, p).
Finalmente, puesto que () nos dice que f(z) = fos(2) + fi,(2) paratodo z € Q, sy cadap < r <
s < o, se deduce que f = fo + f1 en (2. O
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Teorema 8.2. [Desarrollo en series de Laurent] Sean 0 < p < o < 400, y supongamos que [ es una
funcién holomorfa en el anillo Q := D(zy,0) \ D(zq, p). Entonces f tiene una expansion de la forma

o0

f(z)= Z an(z —20)", p<|z— 20| <o,

n=—oo

que converge absolutamente en cada punto del anillo (), y que converge uniformemente en cada subanillo
de la forma r < |z — zp| < s siempre que p < r < s < 0. Los coeficientes a,, vienen dados por

_ ! e
“ /|z—zo|7‘ %

T o (€ — z)n 1

para todo n € 7, en donde r es cualquier niimero tal que p < r < o. Ademds, las funciones fyy f1 del
teorema anterior vienen dadas por

[e.e]

folz) = Zan(z —20)", |z — 20| < 0,

n=0

-1

Ji(z) = Z an(z — 20)", p <|z— 20|

n=—oo

Demostracion. Podemos suponer que zg = 0 salvo un cambio de variable w = z — zy. Consideremos
las funciones fy : D(0,0) — Cy f; : C*\ D(0,p) — C dadas por el teorema anterior. Como fy es
holomorfa en D(0, o), sabemos que tiene un desarrollo en serie de potencias

fo(z) = Zanz”
n=0

que converge absoluta y uniformemente en cada disco D(0,r) con r < o. Por otra parte, como fi es
holomorfa en C* \ D(0, p) sabemos que z — f1(1/z) es holomorfa en D(0,1/p), y también tiene un

desarrollo de la forma
1 oo
fi <z> = Z;)bnz", |z| < 1/p,
n—=

que converge absoluta y uniformemente en cada disco de la forma D(0,«) con o < 1/p. Por tanto,
poniendo w = 1/z, tenemos que

fi(w) =3 baw ™, Jw| > 1/p,
n=0

con convergencia absoluta y uniforme en cada conjunto de la forma C* \ D(0,r), con > p. Ademds
bp = 0 ya que fi(co) = 0. Definiendo entonces a,, = b_,, paran € Z, n < 0, tenemos que

o
f(z) = Z anz", p<|z| <o,

n=—oo

con convergencia absoluta y uniforme en cualquier subanillo de la formar < |z| < sconp <r < s < 0.
Para calcular los a,, dividimos por (z — z9)" ! e integramos en la circunferencia |z — zg| = r. Como
la converencia de la serie es uniforme en esta circunferencia, podemos intercambiar el orden de la suma
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y la integral, obteniendo que

f(z) B B S A TR U
/|220=T Wdz - /|Zz0|=r (Z - ZO)n+1 ( Z k( 0) ) d

k=—o00
oo

= / Z ar(z — 20)" 71 ) dz

|z—z0|=r ke —oo

oo
_ Z k—n—1 _ .
= ak/ (z — 20) dz = a,27i,

ke —oo |z—z0|=r
puesto que f‘ziz()‘:?d(z — 20)™dz esigual a 0 si m # —1, y es igual a 27ri param = —1. O

8.2. Singularidades aisladas

Definicion 8.2. Se dice que un punto zg es una singularidad aislada de una funcién f si f estd definida
en el disco agujereado D(zp,r) \ {z0} para alginr > 0,y f es holomorfa en este conjunto.

Por ejemplo 1/z tiene una singularidad aislada en 0; 1/sen(1/z) tiene singularidades aisladas en
cada punto de la forma 1/7k, con k € Z \ {0}, y 1/sen(1/z) no tiene una singularidad aislada en 0.
Si f tiene una singularidad aislada en zg, sabemos por el teorema anterior que f admite una repre-

sentacion
[ee}

f(z)= Z an(z —20)", 0<|z—z| <r.

n=—oo

Segtin cuantos y cudles coeficientes a,, se anulen en esta serie, diremos que f tiene una singularidad de
uno u otro tipo en zg:

1. Si a, = 0 paratodo n < 0, se dice que f tiene una singularidad evitable en zy. En este caso
tenemos f(z) = > 2 an(z — o)™, y si definimos f(zp) = ao entonces f es holomorfa en
D(zo, 7).

2. Siexiste N € Ntalque a_y # 0y ar = 0 paratodo k < —N, se dice que f tiene un polo de
orden N en zy. En este caso tenemos

a

)
—1 o n
% + Zan(z ZO) )

a-nN
f(2) = ———=% —l—...—i—z_
n=0

(Z — ZO)

yaP(z) = =Yg + ...+ 2L se le llama parte principal de f en zy. Si N = 1 se habla de polo

(z—20) z—20

simple, si N = 2 de polo doble, etc.

3. Finalmente, si a; # 0 para una cantidad infinita de k¥ < 0, se dice que f tiene una singularidad
esencial en z.

Es obvio que estas tres posibilidades son exhaustivas y mutuamente excluyentes. A continuacion estu-
diamos cémo caracterizar cada tipo de singularidad (sin tener que calcular los a,,, lo que podria resultar
inmanejable en muchas situaciones).

Teorema 8.3 (Riemann). Si f : D(zo,7) \ {20} — C estd acotada y es holomorfa entonces f tiene una
extension F' que es holomorfa en D(z, 7).

El reciproco es obvio, y por tanto este resultado caracteriza las singularidades evitables de una fun-
cién holomorfa.
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Demostracion. Podemos suponer que f es holomorfa en un entorno de D(zg, )\ {20} tomando un r mds
pequeiio si hace falta. Para cada e € (0, r), por la formula integral de Cauchy para recintos miltiplemente
conexos aplicada en el anillo €2, . := {z € C: ¢ < |z — 29| < r} tenemos que

foy - L FE) 4o _ 1 7€)

- 2mi le—zo|=r § — Z 270 Jje—z|=e € — 2

dg

para cada z € €, .. Usando que f estd acotada en D(z, ), es facil comprobar que

Lo /()
im —
e—0+ 271 |€—20|=¢ £E—z

d¢=0:

En efecto,

1 f€) 2me || floo
2mi /|£ZO|:E & — zdg‘ = 2 dist (z,0D(z0,€)) -0

cuando € — 0. Por tanto se deduce que

foy = L £©)

N 271 |E—20|=r f -z

dg

para todo z € D(zg,r) \ {z0}. Pero, segtn el teorema de derivacién bajo el signo integral, el miembro
de la derecha define una funcién holomorfa en D(zg, r), a la que podemos llamar F'(z), y se concluye el
resultado. O

El siguiente teorema caracteriza los polos de una funcién.

Teorema 8.4. Sea 2y una singularidad aislada de una funcion f. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. zg es un polo de f;
2. lim, . |f(2)] = 005
3. La funcion g(z) = 1/ f(z) si z # z0, g(20) = 0, es holomorfa en un entorno de zy;
4. f puede escribirse en la forma .
z
f(z) = (z _(Z()))N
con N € N, h holomorfa en un entorno de zy, y h(zp) # 0.

Demostracion. (1) = (2):si f tiene un polo de orden N en zy podemos escribir

o)
_a_p a R
f2) = — =y ++ p—— +nE:0an(z 20)",

con a_y # 0, luego

lim |f(2)| = lim
Z—r20 Z—r20

o0
a_nN a_—1
m 4+ ...+ Z— 70 —I—Zan(z—zo)n

n=0

(o)
a_y+a-ny1(z—20)+ ... +a_1(z — Z())N*1 + Z an(z — zg)"JrN

n=0

= 1
o0 |z — 20|V

- zgglo |Z - 20|N ANl =0
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(2) = (3): La funcidn g es obviamente holomorfa en un entorno de zy excepto quizds zp; ademads es
continua, ya que
1

lim =0

S5
por (2). Luego g estd acotada en un entorno de z. Por el teorema anterior se deduce que g es holomorfa
en un entorno de zg.
(3) = (4): Si g es holomorfa y g(zp) = 0, como no es idénticamente nula existe N € N tal que
9(2) =32 yenlz —20)" = (2 — 20)N Yoo en+k(2 — 20)*, donde ey # 0. Entonces

1 1

) = N S enanle — 2 N 2.

donde
1

= oo
k=0 CN+k(2 — 20)
es holomorfa en un entorno de 2o, ya que cy # 0.

(4) = (1):Sih(z) = 372 br(z — 20)" es la expansion en serie de potencias de h en un entorno de
20, bo = h(20) # 0,y

h(z)

k

h(z)
f(Z) - (Z _ ZO)N’
entonces
foy=— M +§:b (2 — =0)’
(z=z0)V  (z—z)Nt T z-x = Nt ’
es una serie de Laurent con by # 0, lo que implica que f tiene un polo de orden NV en zg. O

Corolario 8.5. De la demostracion del teorema anterior se sigue que las siguientes afirmaciones son
equivalentes, para una singularidad aislada zg de una funcion f:

1. zy es un polo de orden N de f;
2. f(2) = h(2)/(z — 20)", donde h es holomorfa en un entorno de 2y y h(zg) # 0;
3. 1/f(z) es holomorfa en un entorno de 0y tiene un cero de orden N en z.

Recordemos que se dice que una funcién g tiene un cero de orden N en zg si g y sus primeras

N — 1 derivadas se anulan en zg, pero la derivada de orden NV de g en zp no se anula. Tratdndose
. . . . oo n

de funciones holomorfas, esto significa que g puede escribirse g(z) = Y -~ ycn(z — 20)" = (2 —

N oo k
20)" > peo CN+k(2 — 20)%, con ey # 0.
Finalmente, el siguiente teorema caracteriza las singularidades esenciales.

Teorema 8.6. [Casorati-Weierstrass] Sea zy una singularidad aislada de una funcion f. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. f tiene una singularidad esencial en zy;

2. Para todo w € C existe una sucesion (z,) que converge a z tal que f(zy,) converge a w. Es decir,
f(D(z0,7) \ {20}) es denso en C, para cada r > 0.

Demostracion. (1) = (2): De lo contrario existen w € C, r > 0,y 6 > 0 tales que
f(z) —w| >0

paratodo z € D(zp,7) \ {20}. Podemos definir entonces g : D(zg,7) \ {20} — C por
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que es holomorfa y acotada (por 1/9). Entonces por el teorema de Riemann de las singularidades evita-
bles g puede extenderse a una funcién holomorfa en D(zg, r'), que seguiremos denotando g. Se presentan
ahora dos posibilidades:

Caso 1. Si g(z9) # 0 entonces f = w + 1/g es holomorfa en D(zg, ), lo que contradice que f tiene
una singularidad esencial en zg.

Caso 2. Si g(zg) = 0 entonces, como g no es idénticamente nula y es holomorfa en D(zg, ), g tiene un
cero de orden N > 1 en zg, lo que por el teorema anterior significa que f — w, y por tanto también f,
tiene un polo de orden NV > 1 en 2y, también contradiciendo la hipétesis de que 2y es una singularidad
esencial de f.

(2) = (1): si 29 no es una singularidad esencial de f entonces se tiene que, o bien lim,_, ., f(z) = 4o
existe y es finito (cuando f tiene una singularidad evitable en z), o bien lim,_, ,, | f(2)| = oo (cuando
2o es un polo de f). En cualquiera de los casos es imposible que se cumpla (2), ya que los valores de
f(z) cuando z tiende a 2z se acumularan en ¢y 0 en co. O]

De hecho hay un resultado mucho mas fuerte: un teorema de Picard asegura que si zg es una singu-
laridad esencial de f, entonces el complemento de f(D(zo,7) \ {z0}) tiene a lo sumo un punto py para
todo r > 0 suficientemente pequefio, y para todo w € C \ {po} el conjunto f~1({w}) es infinito. Puede
consultarse una demostracion de este teorema en el libro de Gamelin, pdginas 315-322.

8.3. Problemas

Problema 8.1. Supongamos que f es holomorfa en C \ {0}. Demostrar que existe una constante c tal
que g(z) = f(z) — ¢/ tiene una primitiva en C \ {0}.

Problema 8.2. Consideremos una serie de Laurent centrada en 0, digamos » .~ ___ a,z". Encontrar

una férmula (en términos de los coeficientes a,,) para p y o definidos respectivamente como el menor
r € [0, 400] y el mayor R € [0, +oc] tales que la serie converge en el anillo {z € C : r < |z| < R}.

Problema 8.3. Escribir las expansiones de Laurent, centradas en 0, de las funciones siguientes:

z—1 1
f(z)_ﬁs g(Z)Z (Z2—1)(22—9>.

Problema 8.4. Si f : Q C C — Ces continuay g(z) = f(2)° es holomorfa en €2, demostrar que f es
holomorfa. Generalizar.

Problema 8.5. Determinar las singularidades aisladas de las siguientes funciones, y decir si son evi-
tables, esenciales o polos (en este dltimo caso determinar el orden del polo, y la parte principal de la
funcién en el polo):

z 1 1 ,
f(Z) = %, g(z) — »2gen <z> , h(z) = %7 go(z) — el/(z +1)’ w(z) _ %'

Problema 8.6. Probar que si f tiene una singularidad aislada en zp y lim,_,,, (2 — 29) f (2) = 0 entonces
la singularidad es evitable.

Problema 8.7. Probar que si 2 es una singularidad aislada de una funcién holomorfa fy (z — 29) f(2)
estd acotada cerca de z( para algiin N € N entonces la singularidad o bien es evitable o bien es un polo
de orden menor o igual que N.

Problema 8.8. Sea f una funcién holomorfa en D(p,r) \ {p}. Probar que f tiene una singularidad
esencial en p si y s6lo si para cada N € N existe una sucesion (z,) convergente a p tal que

[ ORFIEN T

para todon € N.
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Problema 8.9. Sea E un conjunto discreto (es decir, sin puntos de acumulacién). Demostrar que si
f:C\ E — C es holomorfa y acotada entonces f es constante.

Problema 8.10. Demostrar la siguiente version de la regla de I’'Hopital para funciones holomorfas: si
f,9 : D(z0,7) \ {20} — C son funciones holomorfas tales que lim,_,,, f(z) = lim,_,,,g(2) =0y
existen lim,_, ., f'(2), lim,, ¢’(z) # 0, entonces existe

lim M = lim ')

220 g(2) 2o /()

Problema 8.11. Demostrar que si f(z) es una funcién entera no constante entonces e/ (%) tiene una
singularidad esencial en oo.

Problema 8.12. Sea (f,,) una sucesién de funciones holomorfas en U := D(p,r) \ {p}. Supongamos
que cada f,, tiene un polo en p, y que (f,,) converge a una funcién f, uniformemente en cada compacto
contenido en U. ;Tiene f necesariamente un polo en p? Contestar a la misma pregunta con polo cambiado
por singularidad esencial o por singularidad evitable.

Problema 8.13. Sea f holomorfa en U := D(p,7) \ {p}. Probar que f y f? tienen singularidades del
mismo tipo en p.

Problema 8.14. Sea f : C — C continua, y supongamos que f es holomorfa en {z + iy : xy # 0}.
Demostrar que f es holomorfa en C.

Problema 8.15. Denotemos U := D(p,r) \ {p}, y consideremos una funcién f : U — C.
(a) Demostrar que si f es holomorfa y tiene un polo en p, entonces [, | f(z + iy)[*dzdy = oc.
(b) Demostrar que si f es holomorfa y fU |f(x + iy)|>dzdy < oo entonces f tiene una singularidad
evitable en p.
Indicacidn: si f es holomorfa en un disco D(w, s) entonces | f(w)[* < L3 fD(w 9 |f(x + iy)|*dzdy. Ver

el problema

Problema 8.16. Sea f una funcién holomorfa en un entorno abierto del disco unidad cerrado, excepto
en un punto zo de la circunferencia unidad en el cual f tiene un polo. Sea > 7 a, 2™ la expansion en
serie de potencias de f centrada en 0. Demostrar que

Qn

lim = 2p.




Capitulo 9

Funciones meromorfas. El teorema de los
residuos y algunas de sus consecuencias

9.1. Funciones meromorfas

Definicion 9.1. Se dice que una funcién es meromorfa en un abierto €2 de C si f es holomorfa en (2
excepto quizds en un conjunto aislado de singularidades, en cada una de las cuales f tiene un polo.

Por ejemplo, todo cociente de polinomios (lo que se llama una funcién racional) es meromorfa en C,
ya que tiene un nimero finito de singularidades (los ceros del denominador, si la fraccién es irreducible)
que son polos. La funcién f(z) = 1/ sen z es meromorfa en C, ya que sus singularidades son los puntos
km, con k € Z, donde f tiene polos simples, ya que sen z tiene ceros de orden uno en dichos puntos. Por
otro lado, la funcién e!/# no es meromorfa, ya que aunque sélo tiene una singularidad (en z = 0), esta
es esencial.

Observaciones 9.2. La suma de funciones meromorfas es meromorfa. Lo mismo ocurre con el producto,
y también con el cociente si el denominador no es idénticamente nulo. Por otra parte, si f es meromorfa
en Q y denotamos Sy = {w € € : f tiene una singularidad esencial en w}, entonces Sy es a lo sumo
numerable y, en caso de ser infinito, sus puntos de acumulaci(’) estan en Of2.

Definicion 9.3. Diremos que una funcién f tiene una singularidad aislada en oo si f es holomorfa en
un entorno de co en C*, menos quizds en oo (dicho de otro modo, f es holomorfa en C \ D(0, R) para
algin R > 0). Equivalentemente: f tiene una singularidad aislada en oo si g(z) = f(1/z) tiene una
singularidad aislada en 0. Diremos también que:

1. f tiene un polo de orden N en oo si g(z) = f(1/z) tiene un polo de orden N en 0.
2. f tiene una singularidad evitable en oo si g(z) = f(1/z) tiene una singularidad evitable en 0.
3. f tiene una singularidad esencial en oo si g(z) = f(1/%) tiene una singularidad esencial en 0.

Equivalentemente, si consideramos el desarrollo en serie de Laurent de f fuera de un disco suficiente-
mente grande,

flz)= > b, [z >0,

k=—oc0

se tiene que:
1. f tiene un polo de orden N > 1 en ocosiy sélosiby # 0y by = 0 paratodo k > N.

2. f tiene una singularidad evitable en co si y sélo si b = 0 para todo k£ > 0 (en cuyo caso f es
holomorfa en oo si se define f(co) = bp).

!Cuando los haya; por ejemplo, si Q2 es acotado

95
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3. f tiene una singularidad esencial en oo si y s6lo si by, # 0 para una cantidad infinita de k£ > 0.

Ademads, si f tiene un polo de orden N en oo, definimos la parte principal de f en oo como el polinomio
Poo(2) = bo + byz + ... + by 2",
en particular f — P, es holomorfa en un entorno de co en C*, y se anula en co.

Por ejemplo, si P es un polinomio de grado N en C entonces P tiene un polo de orden /N en oo,
y su parte principal en oo coincide con el propio polinomio P. Por otro lado, la funcién e* tiene una
singularidad esencial en co. Como ejemplo de singularidad evitable en co podemos considerar f(z) =
1+ 1.
Definicion 9.4. Diremos que f es meromorfa en un abierto 2 de C* = C U {oo} si f es holomorfa

excepto quizds en un conjunto aislado de singularidades en cada una de las cuales f tiene un polo.

Observacion 9.5. Si f es meromorfa en todo C* entonces su conjunto de singularidades S es finito,
puesto que C* es compacto.

Observacion 9.6. Ya hemos observado que toda funcidn racional es meromorfa en C. De hecho también
loesen C*, yaquesi P(z) =ap+ a1z + ... + anz"y Q(z) = by + b1z + ... + by, 2™ son polinomios
con a, # 0 # b, entonces

P(1/z) 2™ (aoz"+ a12" P+ 4 an—12 + ay)

Q(1/z) 27 (boz™ + b1z 4 .+ b1z + b))

sigue siendo una funcién racional, que tendrd un polo de orden n —m en 0 si n > m, o una singularidad
evitable en 0 si n < m. Por tanto P/(Q) tiene un polo de orden n — m en oo si n > m, o una singula-
ridad evitable en oo si n < m. El siguiente teorema demuestra que el reciproco es cierto: las funciones
meromorfas en C* son precisamente las funciones racionales.

Teorema 9.1. Toda funcion meromorfa en C* es racional.

Demostracion. Sea f : C* — C* meromorfa. Ya hemos observado que f sélo puede tener una cantidad
finita de singularidades, que son polos. Definamos

Po(2) f(o00) si f es holomorfa en oo;
Z) =
> Parte principal de f en co  si f tiene un polo de orden NV > 1 en co.

Entonces P, es un polinomio, y se tiene

lim f(z) — Px(z) = 0.

|z]—00

Por otro lado sean 21, ..., z,, los polos de f en C, y Py la parte principal de f en 2z, paracadak = 1, ..., m.
Cada funcién Py es de la forma

k.1 Qk, N,

P = et —
k(z) Z— (Z—Zk)Nk’

y en particular P} es holomorfa en co, con Py (00) = 0. Ademds f— Py es holomorfa en zj, por definicion
de parte principal.
Consideremos ahora la funcion

9(2) = (=) - Pu(2) = S P,

Jj=1



9.2. EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS Y ALGUNAS DE SUS CONSECUENCIAS 97

Puesto que f(z) — Py(2) es holomorfa en z;, y cada P; es holomorfa en zj, si k& # j, es claro que g es
holomorfa en zi, para cada k = 1, ..., m. Por tanto g es entera. Ademas

lim ¢(z) =0,
|z|] =00

y como g es continua se deduce que g es acotada en C. Luego por el teorema de Liouville f es constante
en C. Puesto que el limite de g en co es 0, dicha constante s6lo puede ser 0. Esto quiere decir que

y por tanto que f es racional. O
Como subproducto de la demostracion del teorema anterior obtenemos lo siguiente.

Corolario 9.2. Toda funcion racional admite una descomposicion en fracciones simples como la suma
de un polinomio en z y sus partes principales en cada uno de sus polos en C.

9.2. El teorema de los residuos y algunas de sus consecuencias

Definicion 9.7. Sea z una singularidad aislada de f, y consideremos su serie de Laurent

o0

f(z)= Z an(z —20)", 0<|z— 2| <o.

n=—oo

Se define el residuo de f(z) en zy, y se denota Res(f, zg), como el coeficiente a_; que aparece en esta
expansion. Dicho de otro modo,

Res(f,zo)zl./_ - e

27

siendo 7 cualquier nimero con 0 < r < 0.

1

1+22° )_21"

Por ejemplo, es inmediato comprobar que Res(1,0) =1, Res(( FOLE 20) = 0, Res(

Teorema 9.3 (de los residuos). Sean (), Uy, ...,Uy, abiertos simplemente conexos y acotados cuyos
bordes 09), OUy, ...,0U,, son curvas cerradas simples de clase C' a trozos, y tales que Uj C Qy
U;j N Uy = 0 para todo j # k. Definamos D = Q\ ;L Uj, y supongamos que f es holomorfa en un

entorno abierto de D excepto quizds en una cantidad finita de singularidades z1, ..., z, en D. Entonces

se tiene que
n
f- f=2miy " Res(f.z),
fo? = fut =2 [, =2t

en donde 0X2, OU; estdn orientadas positivamente.

Es obvio que este teorema generaliza el teorema de Cauchy, versién 3. De hecho es equivalente a
éste ya que puede demostrarse facilmente usando el teorema de Cauchy.

Demostracién. Elijamos € > 0 tal que D(zj,e) C D paracada j = 1,...,n. Sea D la regién obtenida
al quitar de D la union de estos discos D(z;, ¢), es decir,

p.=ao\ ([T |u (U D(zk,s)>
j=1 k=1
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Por el teorema de Cauchy, version 3, tenemos que
m n
SRS IS ST
0D, 0N ]Z:; oU; ; OD(zk,e)

/ f =2miRes(f,z)
BD(zk,a)

y como

se sigue el resultado. O

El teorema de los residuos puede usarse para calcular integrales que pueden resultar muy dificiles de
evaluar por otros medios; véanse los problemas de este capitulo. A continuacién damos algunas reglas
que pueden agilizar el calculo de residuos en la practica.

Proposicion 9.4.
1. Si f tiene un polo simple en zy, entonces Res(f,zy) = lim,_,.,(z — z0) f(2).

2. Si f tiene un polo doble en zy, entonces

Res(f,zp) = lim 4 ((z = 20)°f(2)) .

z—z0 AZ

3. Si fy g son holomorfas en un entorno de zg y g tiene un cero de orden 1 en zg, entonces

o () = ey

4. Si g es holomorfa en un entorno de zg y tiene un cero de orden 1 en zy entonces

R (1 ) 1
es| —,2 | = .
g g'(20)

Demostracion. Para demostrar (1) podemos escribir

f(z) = = 4 n(2),

Z— 20

donde h es una funcién holomorfa en un entorno de zg, y multiplicando por z — zg y tomando limites se
deduce el resultado. Para ver (2), observamos que

a—9 a—i1

f(z) = +¢(2),

(2 —20)*  2—2

donde ¢ es holomorfa en un entorno de zg. Luego
(2 —20)°f(2) = a—2 +a—1(2 — 20) + (2 — 20)°p(2),

y derivando una vez y tomando después lim_,,, en ambos miembros se obtiene lo que queremos. Ob-
viamente (4) es consecuencia de (3) con f = 1. Con las hipétesis de (3), si f(zp) # 0, sabemos por un
resultado anterior que f/g tiene un polo simple en zy. Usando (1) y la definicién de derivada obtenemos

entonces
Res <§,z0> — lim (,z—,zo)M — i ) _ fl=0)

2—20 g(z) 2—20 9(3)—9(30) B g’(zo).
Z—20

Por otra parte, si f(zp) = 0 entonces f/g tiene una singularidad evitable en zp, y su residuo es 0. O
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Teorema 9.5 (Principio del argumento). Sea D un recinto como el del enunciado del teorema de los
residuos, y supongamos que f es meromorfa en un entorno abierto de D, que f no se anula en ningiin
punto de 0D, y que f no tiene ningtin polo en 0D. Entonces se cumple que

L),

2mi Jop f(2)

donde Ny denota el niimero de ceros de f en Dy N representa el niimero de polos de f en D, en
ambos casos contados con sus multiplicidades.

:NO_NOO7

Demostracion. Se deduce aplicando el teorema de los residuos a f/(z)/f(z). En efecto, esta funcién es
holomorfa en un entorno abierto de D excepto quizas en los ceros y en los polos de f en D. Sea zg un
cero o un polo de f, y definamos

orden de zg si zg es un cero de f;
N =N, =

—orden de zy  si zg es un polo de f,

de modo que
f(z) = (2 = 20)"g(2),
donde g es holomorfa en un entorno de 2z y g(z¢) # 0. Entonces
f'(z) _ N(z—2)"""9(2)  (2—20)"g'(x) _ N

O OB R O T R

donde h(z) := ¢'(2)/g(z) es holomorfa en un entorno de zy ya que g lo es y g no se anula en zy. Por
tanto f’/f tiene un polo simple en zp, con residuo N. Entonces, si z1, ..., 2, denotan los ceros o polos
de f (y por tanto los polos de f’/f) se deduce, aplicando el teorema de los residuos a f’/ f, que

L f/(z))dz—gRes<f/ ) iszNo—

27 Jop f(z
O

La interpretacion geométrica del teorema anterior es la siguiente. En las condiciones del teorema, si
suponemos ademds que 0D es una curva cerrada simple, parametrizada por 7 : [a,b] — C, entonces se

tiene
S I KO PR S A GT0) G PR

ori Jop f(2) 0 2mi ), f(4(1))

donde o(t) = f(y(t)), t € [a, b]. Asi el teorema anterior nos dice que el incremento en el argumento de
o (0 sea el niimero de vueltas que da la curva o = f o~y alrededor del origen) coincide con el niimero
de ceros de f en la region interior a vy, menos el niimero de polos de f en dicha region, contados con sus
multiplicidades.

Una aplicacién importante del principio del argumento es el teorema de Rouché, que nos dice que
el ndmero de ceros de una funcién holomorfa en una regién dada es estable con respecto a pequeias
perturbaciones de la funcion.

Teorema 9.6 (Rouché). Sea ) un abierto simplemente conexo y acotado tal que su frontera 0S) es una
curva cerrada simple de clase C* a trozos, y sean f, g funciones holomorfas en un abierto que contiene
a Q. Supongamos que

lg(2)| < |f(2)| para todo z € ON.

Entonces f y f + g tienen el mismo numero de ceros en §Q, contando sus multiplicidades.
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Demostracion. Daremos dos demostraciones del teorema, ya que ambas son instructivas y contienen
ideas que resultan ttiles para probar otros resultados o resolver problemas.

La primera demostracién usa la interpretacién geométrica del principio del argumento: por hipdtesis
|lf+ 9| > |f] = |g| > 0en 09, lo que implica que f # 0 # f + g en 9. Escribiendo

f+g=f<1+fc>,

obtenemos

arg(f + g) = arg(f) + arg <1 + ?) ,

y puesto que |g/f| < 1 en 9%, los valores de 1 + g(2)/f(2), z € 91, estdn en el semiplano derecho,
lo que implica que el incremento en el argumento de 1 + g(z)/f(z) cuando z se mueve en una curva
cerrada tal como 02 es cero. Por tanto las funciones arg(f(z)+g(z)) y arg(f(z)) experimentan el mismo
incremento cuando z se mueve a lo largo de 0f2. Por el principio del argumento este incremento coincide
con el nimero de ceros de f dentro de €, y también con el de f + g. Por tanto f y f + g tienen el mismo
nimero de ceros en 2.

La segunda demostracion es analitica: para cada ¢t € [0, 1] definamos

fi(z) = f(2) + tg(2),

de forma que fy = f, fi = f + g. Denotemos por n; el nimero de ceros de f; en {2, contados con sus
multiplicidades. Puesto que por hipétesis es | f| > |g| en 0€), se tiene que

[fe(2)] = f(2) +t9(2)| = [£(2)] = tlg(2)| = [£(2)] = 9(2)| > Osi 2z € 0Q, ¢ € [0,1],

y por tanto f; no tiene ningtn cero en 0S). Por el principio del argumento obtenemos entonces que

_ ! fiz) 1 ,
"7 om0 Joq fi(z)dz—fm j H{(t,7v(5))7' (s)ds,

donde v : [a, b] — C parametriza 02 y H es la funcién definida por

f'(2) +t4'(2)

Ht2) = o T ig(e)

, (t,2) €10,1] x 092

Es fécil ver que la funcién [0,1] © ¢ — n; = ff H(t,v(s))7'(s)ds es continua (o apliquese el ejercicio
del capitulo 4). Pero como n; s6lo toma valores enteros y [0, 1] es conexo, se deduce que n; debe
ser constante, y en particular ng = n; (es decir, el nimero de ceros de fy = f coincide con el de

fi=[f+9. O

9.3. Problemas

Problema 9.1. Sea S = (z,,),en una sucesién de puntos de C que converge a un punto zp, y sea f una
funcién holomorfa en D(zg,r) \ (S U {z0}). Demostrar que entonces o bien f puede extenderse a una
funcién meromorfa en un entorno de zg, o bien para todo w € C existe (&, )nen Sucesion convergente a
2o tal que f(&,) converge a w.

Problema 9.2. Si Py ) son polinomios complejos tales que grado(Q) > grado(P) + 2 y @ no tiene

ceros en R, demostrar que
< P(x) S~ (P )
dx = 2mi Res | —,z; ],
[ o =miSre (G

donde z1, ..., 2, son los polos de P/Q en el semiplano superior.
Indicacién: aplicar el teorema de los residuos en el recinto D g, de la figura y hacer R — oo.
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T T < sal
. + 22
Dr, \ A
- -R s 'R $ L/
=k o R > =
o 0 R

Problema 9.3. Probar que [ “{i(;;”) dr = me™ .

Problema 9.4. Calcular [ @) ez 4

Problema 9.5. Sean )(z) un polinomio complejo de grado m sin ceros en R, y f una funcién holomorfa
en un abierto que contiene el semiplano superior cerrado. Supongamos que existe b < m — 1 tal que
|f(2)] < |z|° para |z| > 1y Im(z) > 0. Probar que, si 21, ..., 2 son los ceros de Q(z) en el semiplano

superior abierto, se tiene que
. k
f(z) : ( f )
dxr = 2mi Res | =,z |.
/a0 2 ke (g

Problema 9.6. Calcular fo% - +3059d9 sia> 1.

Indicacion: usar el teorema de los residuos en el circulo unidad.

Problema 9.7. Demostrar que

/2” o 2r
0 a+bsenf /g2 — 12

para todos a > b > 0.

Problema 9.8. Demostrar que

4 1 2m
df =
/W12rcos0+r2 1—r2

paratodo 0 < r < 1.

Problema 9.9. Demostrar que

Y (2k)!
% . cos“” 0do = W
sik >0,k e NU{0}.
Indicacién: probar primero que
I |
21 Jo w+cosl  Juw?—1

para todo w € C\ [—1, 1], y luego expandir los dos miembros de esta igualdad en series de potencias centradas en
00.

Problema 9.10. Demostrar que

/OO x® T
sdr =
o (1+4+z) sen(ma)
para —1 < a < 1.
Indicacion: considerar la rama de la funcién z%/(1 + z)? definida en C \ [0, 00) por f(2) = r®e!®? /(1 + 2)? si
z=re'd,0 < 0 < 2, y usar el teorema de los residuos en uno de los recintos de la figura.
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Problema 9.11 (Lema de Jordan). Si Ty es latraza de z(t) = Re', 0 < t < 7, probar que
/ €] |dz| < .
T'r

Problema 9.12. El lema de Jordan puede usarse para calcular mediante el teorema de los residuos

integrales del tipo ffooo ggi; sen zdx o del tipo ffooo ggg cos xdx, donde P y () son polinomios con

grado(@) = grado(P) + 1y @ no tiene ceros en R. Por ejemplo, demostrar que

R 113 sen xr ™

If i
Risoo _p (@24 1)2 T %

Indicacién: sent > 2t /7 sit € [0,7/2].

Problema 9.13. Probar que

00 6727rix§ 1
/ dr = )
_ oo Cosh(7x) cosh(7¢)

Indicacién: usar el teorema de los residuos en el rectdngulo de la figura.

o 2 T w2
/ oA 2wt gy \/>ew /z
oo z

para todos los z,w € C con Re z > 0, donde tomamos la rama principal de la raiz cuadrada.

Problema 9.14. Demostrar que

Problema 9.15. Calcular fooo %dm, donde P(z) es un polinomio de grado mayor que uno que no tiene
ningtin cero en [0, o).
Indicacién: usar el teorema de los residuos en el recinto comecocos de la figura con la funcién g(z) = ?‘?ZZ) , donde

log denota la rama del logaritmo definida en C \ [0, 00).

Problema 9.16. Sean R una funcién racional, y f : C\ {p1,...,pn} — C holomorfa con polos en
{p1, ..., pn} tales que | f(z)| < |R(2)| para todo z donde f y R estdn definidas. Demostrar que f es un
miuiltiplo constante de R, y en particular racional.

Problema 9.17. Usar el teorema de Rouché para averiguar cudntos ceros tiene el polinomio P(z) =
20 + 924 + 23 + 22 + 4 dentro del circulo unidad.

Problema 9.18. Demostrar que 22° + 6z — 1 tiene una raiz en el intervalo (0, 1) y cuatros raices en el
anillo {z : 1 < |z] < 2}.

Problema 9.19. Probar que para todos m,n € N, el polinomio

2 m

Z—+...+—+3z”
m!

P(z):1+z—|—2!

tiene exactamente n raices en el disco unidad.
Problema 9.20. Sean f, g holomorfas en un abierto que contiene al disco unidad cerrado, y supongamos
que f tiene ceros en z1, ..., z; € Dy no tiene ningtin cero en JID. Calcular

! f/(z)g(z)dz.

2mi Jop f(2)
Problema 9.21. Sea f = P/() una funcion racional, donde Py () no tienen ceros en comin, y definamos
d = max{grado(P), grado(Q)}. Probar que para cada w € C\ {f(c0)} se tiene #(f~!(w)) = d
(contando multiplicidades).

Problema 9.22. Sea €2 un dominio simplemente conexo con frontera una curva cerrada de clase C' a
trozos, y sean f, g meromorfas en un entorno abierto de € tales que ni f ni g tienen ceros o polos en 02,
y lg] < |f| en 0. Dar un ejemplo que muestre que f y f + ¢ pueden tener un nimero diferente de ceros
en ().

Problema 9.23. Sin embargo, en la situacién del ejercicio anterior, puede encontrarse una relacion entre
el nimero de ceros y el nimero de polos de f y de f + g. Encuéntrese y demuéstrese.



Capitulo 10

El teorema de la aplicacion abierta. Las
aplicaciones conformes y el teorema de la
aplicacion de Riemann.

10.1. El teorema de la aplicacién abierta y algunas consecuencias

Se dice que una aplicacion es abierta si transforma conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. Las
funciones holomorfas tienen la importante propiedad de ser abiertas siempre que no sean constantes.

Teorema 10.1 (de la aplicacién abierta). Si ) C C es abierto conexo y f es holomorfa y no constante
en €, entonces f(2) es abierto en C.

Demostracion. Sea wy € f(Q), digamos f(z9) = wg con zg € 2. Queremos encontrar ¢ > 0 tal que
D(wop,e) C f(€). Por el teorema de identidad, puesto que f no es constante, existe § > 0 tal que

D(z0,0) C Qy f(z) # wp para todo z € D(29,5) \ {z0}. Entonces, como dD(zg,d) es compacto y
f — wo es continua y no se anula en este conjunto, existe € > 0 tal que

|f(2) — wo| > e paratodo z € 0Dz, 9).

Veamos que para este ¢ se tiene D(wq, e) C f(€2). Dado w € D(wy, €), definamos las funciones

9(2) = f(z) —w;
F(z) = f(z) = wo;
G(z) = wy — w,

de modo que
g9(z) = F(2) + G(2).

Se tiene |F'(z)| > |G(z)| para cada z € dD(zp, ), y por supuesto F'y G son holomorfas en un entorno
de D(z,6). Entonces, por el teorema de Rouché, g = F + G debe tener un cero en D(zg,d), ya
que F' lo tiene (en zp). Esto significa que existe z € D(zp,d) tal que f(z) = w, y por tanto que
w € f(D(z0,9)) C f(9). O

Una consecuencia inmediata de este teorema es el teorema del médulo maximo.

Teorema 10.2 (del médulo maximo). Si 2 C C es abierto conexoy f : Q0 — C es holomorfa y no
constante, entonces |f| no tiene ningiin mdximo en Q.
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- 3)(0,\£<2.\\)

Demostracién. Supongamos que | f| alcanzara un méximo en zy € £, es decir f(2) C D(0, |f(20])-
Como f(£2) es abierto y estd contenido en D(0, |f(z9|), debe estar de hecho contenido en el disco
abierto D(0, | f(z0)|) (va que ningtin disco centrado en la frontera de otro disco puede estar contenido en
el segundo). Pero f(z9) € f(2) estd en la frontera de D(0, | f(z0)|), no en su interior. O

Corolario 10.3. Sean §) abierto conexo y acotado de C, y f : @ — C continua tal que f es holomorfa
en ). Entonces

max [ f(z)| = mdx [f(2)

z€Q 2€0Q2

Demostracion. Si f es constante esto es obvio. Y si no lo es, por el teorema anterior, el maximo de la
aplicacion continua | f| en el compacto €2 no podra alcanzarse en {2, luego debe alcanzarse en Of). O

Es esencial pedir que 2 sea compacto en el corolario anterior, como muestra el ejemplo @ = {z +
iy e C:a >0,y > 0}, f(z) = e, para el que se tiene |f(z)| = 1 en S, y sin embargo
1, _so0 | f(re™/*)| = oc.

A continuacién estudiaremos algunas propiedades de las funciones que son a la vez holomorfas e
inyectivas; a tales aplicaciones se les suele llamar conformesE] Veremos en primer lugar que el limite,
uniforme en compactos, de aplicaciones conformes es o bien constante o bien conforme. Esto es conse-
cuencia del siguiente resultado, que a su vez se sigue facilmente del teorema de Rouché.

Teorema 10.4. [de Hurwitz] Sea ( f,,) una sucesion de funciones holomorfas en un abierto conexo ) de
C tales que lim,, o0 frn = f, uniformemente en los compactos de §). Supongamos que f tiene un cero
de orden N en un punto zy € S). Entonces existen p > 0y ng € N tales que para todo n > nyq la funcion
fn tiene exactamente N ceros (contados con sus multiplicidades) en el disco D(zy, p). Ademds dichos
ceros convergen a zy cuando n — oQ.

Demostracion. Sabemos por un teorema anterior que f es holomorfa en €. Por el teorema de identidad,
puesto que f no es constante, existe p > 0 tal que D(zp, p) C Qy f no tiene ceros en D(zg, p) \ {20}
Por hipétesis f,, converge uniformemente a f en D(zo, p), luego, poniendo

€:= min z)| >0,
ZeaD(zw)\f( )|

existe ng € N tal que si n > ng entonces

sup  [fu(2) = f(2)] <
2€D(20,p)

N ™

"En la literatura hay disparidades en cuanto a la definicién de aplicacién conforme: algunos autores piden que la aplicacién
sea holomorfa y tenga derivada no nula en todo punto, mientras que otros exigen ademds que sea inyectiva. Ambas definiciones
coinciden localmente, es decir, toda aplicacién f que sea holomorfa y con derivada no nula en todos los puntos tiene la propiedad
de que para cada zp existe un disco D(zo, r) donde f es inyectiva; esto es consecuencia del teorema de la funcién inversa.
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Entonces, si n > ny,

fn(2) = fu(2) = f(2) + f(2) = gn(2) + f(2),
donde g, es holomorfa y |g,(2)| < /2 < € < |f(z)| para todo z € OD(zp, p). Por el teorema de
Rouché (aplicado a f + g,), resulta que f, = f + g, y f tienen el mismo nimero de ceros, es decir N

ceros, en el disco D(zp, p), para todo n > ny. Ademds, puesto que p puede tomarse tan pequefio como
se desee, es claro que estos IV ceros convergerdn a zg cuando n — oo. O

Corolario 10.5. Sea (f,,) una sucesion de funciones holomorfas e inyectivas en un abierto conexo ) de
C, y supongamos que f,, converge a una funcion f, uniformemente en cada compacto de ). Entonces f
es o bien inyectiva o bien constante.

Demostracion. Supongamos que f no es constante, y sean zg, &y € 2 tales que f(z9) = f(&) = wo.
Queremos ver que zg = &p. Puesto que f no es constante, zg y & son ceros de orden finito de z
f(2) — wp. Por el teorema de Hurwitz existen sucesiones z,, — 2o y &, — o tales que

fn(zn) = Wy = fn(gn)

para todo n, y como f, es inyectiva se deduce que z, = &, para todo n, de donde, tomando limites,
2o = &o- 0

Teorema 10.6 (de la funcién inversa, version 2.0). Sean ) un abierto de C, z9 € Q, y f : Q@ — C
holomorfa. Supongamos que f'(zg) # 0. Entonces existen U entorno abierto de zyy V entorno abierto
de f(zo) tales que f|, : U — V es un homeomorfismo con inversa holomorfa f 1.V — U. Ademds,
si D(zo,7) es un disco cerrado contenido en U, se tiene que

f_l(w) 1 / Zf/(Z) dz

a Tm |z—z0|=r f(Z) —w
para todo w € f(D(zp,7)).

Demostracion. La primera parte se deduce del Teoremal[2.6]y del hecho que las funciones holomorfas son
analiticas y en particular tienen derivada continua. Para demostrar la férmula, observemos que la imagen
homeomorfa de un conjunto simplemente conexo es simplemente conexa, y por tanto f(D(zp,7)) es
simplemente conexo, con adherencia f(D(zg,)), interior f(D(zg, 7))y borde f(dD (2o, 7)), que es una
curva cerrada simple de clase C'! parametrizada por f o v, donde (t) = zo + €%, t € [0, 27]. Ademds
sabemos que f~! es holomorfa en V, abierto que contiene a f(D(zo,)), luego podemos aplicar la
férmula integral de Cauchy a f~! en este recinto, obteniendo

i [ O e STEOONO0) [T A0S 00)
S P T T Al S ToT0) B
[ He,
|z—2z0|=r f(Z) —w
para cada w € f(D(zo,7)). O

El siguiente teorema garantiza que las funciones inyectivas y holomorfas son automdticamente con-
formes.

Teorema 10.7. Sea U un abierto de C. Si f : U — C es holomorfa e inyectiva entonces f'(z) # 0 para
todo z € U. En particular f es conforme, y también lo es su inversa f~' : f(U) — U.

Demostracion. Supongamos que f/(zg) = 0 para algin zo € U. Pongamos wy = f(zo). Entonces, para
ro > 0 con D(zp,r9) C U podemos escribir

f(z) =wo+ Z an(z — 20)", z € D(z0,10),

n=~k
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donde k > 2y ay # 0. En particular f(z) — wy tiene un cero de orden k en zg, y f’ tiene un cero de
orden k — 1 en 2. Puesto que f(z) —wp y f'(z) no son idénticamente nulas, por el teorema de identidad
sabemos que sus ceros en D(zg, ro) son aislados, luego podemos encontrar p € (0, 7¢) tal que

J'(2) # 0 # f(2) - wo para todo = € D(z0,p) \ {z0}-

Pongamos entonces
6:= min z)—wg| >0
2€0D(zo0,p) |f( ) O| ’

y para cada w € D(zp,9) \ {wo} consideremos la funcién
9(2) = f(2) = w = (f(2) = wo) + (wo — w) 1= p(2) + ¢(2).
Las funciones ¢, 9 asf definidas son holomorfas en un entorno abierto de D(zp, p), y satisfacen
|(2)| < |p(z)] para todo z € D(zo, p).

Entonces, por el teorema de Rouché, las funciones ¢ y g tienen el mismo niimero de ceros en D(zg, p),
a saber, k ceros (ya que ¢ tiene un cero de orden k en z, y ningtn otro en el disco D(zp, p)). Es decir,
la ecuacién f(z) = w tiene exactamente k soluciones para z dentro del disco D(zp, p). Ademds estas
soluciones son distintas, ya que los ceros de orden mayor que uno de g en D(zg, p) son ceros de su
derivada, que es igual a f’, y f’ no tiene ceros en D(zg,p) \ {20}, y 9(20) = wp — w # 0. Por tanto,
como k > 2, existen z1, 20 € D(z, p), 21 # 22, tales que

f(z1) =w = f(2),

lo que contradice que f sea inyectiva. O

10.2. Aplicaciones conformes entre abiertos de C

El teorema de la aplicacién de Riemann (demostrado, en la forma que vamos a estudiar, por Osgood
en 1900), dice que todo subconjunto propio y abierto §2 de C que sea simplemente conexo es confor-
memente equivalente a D, el disco unidad abierto; es decir, existe f : D — 2 aplicacién holomorfa,
biyectiva, y con inversa holomorfaE] También veremos un teorema de Carathéodory que asegura que si €2
es acotado y su frontera es una curva cerrada simple entonces f puede extenderse a un homeomorfismo
de D en €. Si ademds Of) es una curva analitica, deduciremos del principio de reflexién de Schwarz que
f puede incluso extenderse a una aplicacién conforme entre dos abiertos W7 y W5 que contienen a D y
Q respectivamente.

Un ingrediente sencillo pero esencial de la prueba del teorema de la aplicacién de Riemann es el
siguiente lema de Schwarz.

Lema 10.8 (Schwarz). Sea f : D — D holomorfa y tal que f(0) = 0. Entonces:
1. |f(2)| < |z| para todo z € D;

2. Siparaalgin zo € D\ {0} es |f(z0)| = |20
tal que f(z) = € z).

, entonces f es una rotacion (es decir existe 0 € [0, 27]

3. [f(0) < 1.

4. Si|f'(0)| = 1 entonces f es una rotacion.

2Obsérvese que por el teorema de Liouville la hipétesis de que £ # C es necesaria. También lo es, por supuesto, la de que
) sea simplemente conexo, ya que los homeomorfismos preservan la conexién simple.
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Demostracion. Puesto que f(0) = 0 podemos escribir f(z) = Y 2, a,z", y es claro que la funcién

¢ : D — C definida por
@ siz # 0;
p(z) =4 . :
f(0) siz=0

es holomorfa. Si |z| = r < 1 entonces se tiene |p(z)| < 1/r, y se deduce del teorema del médulo
maximo que |¢(z)| < 1/r para todo z € D(0,r). Haciendo r — 1~ obtenemos (1) y (3).

En la situacion de (2), y también en la de (4), se tiene que |¢| alcanza su méaximo (igual a 1) en
un punto interior de D, lo que de nuevo por el teorema del médulo maximo implica que ¢ es constante,
digamos ¢ = ¢, necesariamente con |c| = 1. Por tanto f(z) = cz es una rotacion. O

Otro ingrediente fundamental en la demostracion del teorema de la aplicacion de Riemann es un
teorema de Montel referente a la topologia de los espacios de funciones holomorfas. Veamos primero
algunas definiciones.

Definicion 10.1. Sea F una familia de funciones holomorfas de un abierto €2 de C en C.

1. Diremos que F es normal si toda sucesion ( f,,)n,eny C F tiene un subsucesion que converge a una
funcién f : Q — C, uniformemente en cada subconjunto compacto de QE]

2. Diremos que F estd uniformemente acotada en los compactos de §) si para cada K C ) compacto
existe M > Otal que |f(z)| < Mg paratodo z € K ytoda f € F.

3. Diremos que F es equicontinua en un conjunto A C €2 si para todo € > 0 existe > 0 tal que si
z,w € Ay |z —w| < dentonces | f(z) — f(w)| < e paratoda f € F.

El teorema de Arzela-Ascoli dice que una familia de funciones G de un abierto U de R™ en R™ tiene
la propiedad de que toda sucesién (gj)jen C G tiene una subsucesién que converge, uniformemente
en cada compacto de U, a una funcién g : U — R"™, si y sélo si G es uniformemente acotada en los
compactos de U, y equicontinua en cada subconjunto compacto de U. El teorema de Montel nos dice que,
en el caso de familias de funciones holomorfas, esta tltima hipdtesis puede quitarse, ya que la acotacién
uniforme de la familia en cada compacto de €2 implica la equi-Lipschitzianidad de la misma en cada
compacto de € gracias a la férmula integral de Cauchy.

Teorema 10.9 (Montel). Sea F una familia de funciones holomorfas de un abierto €2 de C en C, y
supongamos que JF estd uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de ). Entonces:

1. F es equicontinua en cada subconjunto compacto de §, y
2. F es normal.

Demostracion. Sea K C () compacto, y tomemos
1
0<r< gd(K, o).

Siz,w e Ky|z—w| <rtenemos, usando la férmula integral de Cauchy,

1 1 1 1 zZ— W
f(2) = f(w)| = m/w(w,sz(f) (5_2—5_10)‘ = m/aD(w’ZT)f(f)(g_Z)(g_w)
< L IESU @)= Mz

geEF, € K+D(0,2r)

Esto prueba que

[/ (2) = f(w)| <C(r)|z — w]

3La funcién f es necesariamente holomorfa en §2, pero no tiene por qué pertenecer a la familia .
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paratodo z,w € K con |z — w| < rytoda f € F. De aqui se deduce directamente que F es equiconti-
nua: dado £ > 0 podemos tomar 6 = min{r,c/C(r)}, de forma que si z,w € Ky |z — w| < ¢ entonces
|f(2) — f(w)| < eparatoda f € F.

La segunda parte del teorema puede deducirse inmediatamente del teorema de Arzela-Ascoli. Para los
lectores que no hayan visto atin la demostracién del teorema de Arzela-Ascoli, exponemos a continuacién
ésta, adaptada a nuestro contexto.

Sean (fn)neny € F,y K C € compacto. Fijemos una sucesion (z;);en densa en K. Como
{fn(z1) : n € N} es acotado en C, existe (f1,n)nen subsucesion de (fy) tal que (f1n(21))nen es
convergente. Ahora, como la subfamilia {f;,, : n € N} es uniformemente acotada en los compactos
de €2, 1a sucesion ( f1 ,(22))nen estd acotada en C, luego existe una subsucesion (f2,,)nen de (f1n)nen
tal que (f2,,(22))nen converge en C, y por supuesto (f2,(21))nen también converge en C, por ser sub-
sucesion de (f1,,(21))nen. Continuamos asi por induccién, extrayendo en cada paso j una subsucesion
(Fm)nen de (f—1.n)nen tal que (f5,(z)nen converge para todo £ = 1, .., j.

Consideremos ahora la subsucesién diagonal (¢y,),cn definida por ¢, (2) = f, (%) para cada z €
(2. Puesto que {¢, : n > j} es subsucesion de (fjn)nen para cada j € N, es claro que (¢n(25))neN
converge para cada j € N. Veamos como, gracias a la equicontinuidad de J, esta sucesién converge
uniformemente en K. Dado € > 0, tomemos § > 0 como en la definicién de equicontinuidad de F en
K. Como K es compacto y UjeN D(zj,0) recubre K, existe jo suficientemente grande tal que K C

gozl D(zj,0). Puesto que (¢, (2;))nen converge para cada j € N, podemos encontrar ny € N tal que
si n, m > ng entonces
lom(25) — enlz)| <€
para todo j = 1,...,jo. Ahora, si z € K, existe ¢ = £, € {1,...,j0} tal que z € D(zy,0), y por tanto
para todos n, m > ng obtenemos

on(2) = em(2)] < lon(2) = enl20)| + lon(20) = m(z0)| + lom(20) = pm(2)] < 3e.

Esto prueba que () es uniformemente de Cauchy en K, y por tanto converge uniformemente en K.
Sin embargo la subsucesion (,,) depende de K. Veamos ahora cémo otro argumento de diagonali-
zacién nos permite encontrar una subsucesion de (f,,) que converge uniformemente en cada compacto
K de (). Podemos escribir -
0=|JK;,
j=1

donde

Kj={z€Q:d(z09) > -, |2| <j}.

S

Cada K es compacto, y se cumple ademds que K; C int(K ;). Por lo anterior, sabemos que existe
(¢1,n) subsucesion de (f,) que converge uniformemente en K;. Como {¢;, : n € N} sigue siendo
equicontinua en cada compacto, el argumento anterior también muestra que existe (2 ,,) subsucesion de
(¢1,n) tal que (¢2,,) converge en K. Continuamos el proceso de esta forma y definimos (1),,) como la
subsucesion diagonal 1, (2) = ¢p n(z). Entonces (¢,,) es una subsucesion de ( f,,) que converge unifor-
memente en K;, para cada j € N (por ser (1, ),>; subsucesion de (¢;.,), que converge uniformemente
en K;). Puesto que para cada K C 2 compacto existe jo € N tal que K C K, se deduce que (¢,)
converge uniformemente en K. O

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema de la aplicacion de Riemann.

Teorema 10.10. Sea ) un abierto no vacio de C, diferente de C, y supongamos que §) es simplemente
conexo. Entonces, dado zy € §), existe una vinica aplicacion conforme f : Q — D tal que f(z9) =0y

1'(20) € (0,00).

Corolario 10.11. Si U,V son abiertos no vacios de C, simplemente conexos y distintos de C, entonces
existe p : U — V biyectiva, holomorfa y con inversa holomorfa.
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La unicidad de la aplicacién f del teorema es facil de demostrar: si g es otra aplicacion con las
mismas propiedades entonces H = fog~! : D — D es conforme y tiene la propiedad de que H(0) = 0
luego, por el lema de Schwarz, | H(z)| < |z|. Pero H~! = go f~! tiene estas mismas propiedades, luego
también |z| < |H(z)|. Por tanto |H(z)| = |z| para todo z € Dy, otra vez por el lema de Schwarz, H es
una rotacion, es decir H(z) = ez para cierto § € [0, 2). Pero ademds

/ ro—1 1 / ,(ZU)
H (O) f (g (0))9,(9_1(0)) g’(Zo) € <O7OO)7
luego 0 = 0y asi H(z) = z, lo que significa que f = g.

La existencia es mds dificil de probar. La idea fundamental de la demostracién proviene en parte del
lema de Schwarz, y consiste en considerar la familia F de todas las funciones holomorfas e inyectivas
f:Q — D que cumplen f(z9) = 0, y elegir una f que sea sobreyectiva; esto podrd conseguirse, como
en el lema de Schwarz, cuando | f’(zp)| sea 1o més grande posible. Para elegir f usaremos el teorema de
Montel para poder obtener una sucesién ( f,,) de F que converge uniformemente en los compactos de 2
y tiene la propiedad de que lim,, oo | f,(20)] = sup,e 7 |9’ (20)|.

Paso 1. Veremos primero que existe ¢ : 2 — ¢(£2) conforme tal que 0 € () C D.

Por hipétesis existe £y € C \ €, y por tanto z — &y # 0 para todo z € 2, es decir Q= —&0+ Q2 no

contiene al origen; como ademds es simplemente conexo, existe una rama del logaritmo que es holomorfa

en €. Es decir, existe f: Q) — C holomorfa tal que ef (2) = 2 en ﬁ, o lo que es lo mismo,
B =2 ¢

para todo z € 2, donde f(z) = f(z — &o). En particular f es inyectiva. Ademas

inf - —2mi| >0

if |f(2) = f(w) - 27l
cualquiera que sea w € € (en efecto, de lo contrario existe (z,) C 2 tal que f(z,) converge a f(w)+2mi
luego, tomando exponenciales, z, — & converge a w — &, es decir z,, — w, luego f(w) = f(w) + 27,
que es absurdo). Fijemos pues w € (2, tomemos

p= nf |f(z) = f(w) - 2mi| >0,

y definamos
1

f(z) = f(w) = 2mi’

Es obvio que ¢ es holomorfa e inyectiva, luego ¢ : @ — 1/(€2) es conforme. Ademads 1»(2) C D(0,1/p),
y por supuesto 1(£2) es abierto. Componiendo ) con una traslacién 7 y una homotecia h adecuadas,
obtenemos una funcién ¢ = h o 7 o 1) con las propiedades deseadas.

Paso 2. Gracias al Paso 1, podemos suponer, y lo supondremos en todo lo que sigue, que 0 € 2 C D.
Definamos

¥(z) =

F =A{f:Q — D] f es holomorfa, inyectiva, y f(0) = 0}.

Se tiene que F # () (por ejemplo, la identidad estd en F), y que F es uniformemente acotada en los
compactos de 2 (y de hecho en todo §2, puesto que f(€2) C D para toda f € F). Definamos ahora

a = sup |f'(0)],
fer

y observemos que « < oo (gracias a las desigualdades de Cauchy, tomando r > 0 tal que D(0,7) C
y recordando que f(€2) C D, se tiene |f/(0)] < % para toda f € F). Nétese también que o > 1, ya que
la identidad estd en F. Elijamos una sucesion ( f,,) C F tal que

lim | £} (0)] = a.

n—o0
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Por el teorema de Montel podemos extraer una subsucesidon convergente uniformemente en cada com-
pacto de €2 a una funcién holomorfa f : 2 — C. Por comodidad de notacién, podemos seguir llamando
(fn) a esta subsucesion. Recordemos que las derivadas f;, también convergen uniformemente en cada
compacto a la derivada f’, y asi

1<a= nh_}ngo|f7ll(0)| = [f'(0)],

de lo que se deduce que f no puede ser constante. Entonces, gracias al Corolario f es inyectiva.
Por otra parte |f,(2)| < 1 para todo n, luego también |f(2)| < 1, es decir F(Q2) C D. Pero por el
teorema de la aplicacion abierta, al ser f(£2) un abierto contenido en D, debe estar de hecho contenido
en D. Ademas f,,(0) = 0 para todo n, luego también f(0) = 0. De todo ello deducimos que f € F,y
que
|£'(0)] = sup |¢'(0)] = a
geF

Paso 3. Veamos finalmente que f : {2 — D es conforme. Ya sabemos que es holomorfa e inyectiva,
asi que s6lo queda comprobar que f es sobre. Por reduccién al absurdo, si f no es sobre construiremos
F € F tal que |F’(0)| > «. Supongamos pues que existe w € D tal que f(z) # w para todo z € (.
Consideremos ¢, : D — D definida por

En el Problema vimos que ¢, es conforme y su inversa es ella misma. Es obvio que ¢,,(0) = w,
y que @, (w) = 0. El conjunto W = (¢, o f)(2) es simplemente conexo, por serlo 2 y ser ¢, o f
inyectiva y continua. Puesto que o, (w) = 0y w ¢ f(Q), se tiene 0 ¢ W, y por tanto existe una rama
holomorfa del logaritmo en W, que denotaremos logy;, y podemos definir una rama holomorfa de la raiz
cuadrada por

g(€) = ez loew(©),

Consideremos entonces la funcién
F=¢g(w)090@wof-
Es obvio que F' es holomorfa, y que F'(0) = 0. Ademds f(2) C D, ¢(D) C D, g(D) C D (ya que
z € Dsiysélosiz2 € D),y Pg(w)(D) € D, luego también F(Q2) C D. Por otro lado F' es inyectiva,
por ser composicién de funciones inyectivas (nétese que cualquier rama de la funcién raiz cuadrada es
inyectiva: si g(¢) = g(z) entonces & = g(£)? = g(2)? = z). Por todo esto se tiene F' € F.
Ahora bien, definiendo h(z) = 22, se tiene

f:(prhO(pg(w)OF:wOF,

donde ¥ = y, © h 0 py(y,), y como (D) C Dy (0) = 0, gracias al Lema de Schwarz sabemos que
|4'(0)| < 1 (de lo contrario v seria una rotacién y en particular biyectiva, lo que es claramente falso ya
que h no lo es 'y @u, Py(w) St 10 son). Pero entonces

a= £ ) =" O)F0) <[F'0).

lo que junto con el hecho de que F' € F contradice la definicién de .

Paso 4. Sabiendo ya que existe f : 2 — D conforme con f(zy) = 0, s6lo queda ver que existe una tal f
con la propiedad adicional de que f’(z9) > 0. Esto es muy fécil: si f no tiene ya esta propiedad, basta
cambiarla por la funcién f(z) = cf(z), donde ¢ = f"(20)/|f'(20)|. Como |¢| = 1, esta nueva funcién f
sigue siendo conforme de 2 en D, y es obvio que cumple f/(zo) = |f/(z0)| > 0. O

Observacion 10.2. Conviene sefialar que las tnicas partes de la prueba anterior en las que se usa que €2
sea simplemente conexo son cuando se manejan la ramas holomorfas del logaritmo y de la raiz cuadrada
en los pasos 1 y 3. Revisando la demostracion de la construccién de logq, se ve que estas funciones
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existen siempre que sepamos que cualquier funcién holomorfa en € tiene una primitiva, o bien, equiva-
lentemente, que ) sea holomorficamente simplemente conexo, en el sentido de que f7 f = 0 para toda
f : © — C holomorfa y toda curva cerrada v en  de clase C* a trozos. Por tanto el teorema de la
aplicacion de Riemann es vdlido cambiando la hipétesis de que €2 sea simplemente conexo por esta otra.

Esto nos permite demostrar la siguiente versién del Teorema 4.5 del capitulo 7 para abiertos no
necesariamente acotados.

Teorema 10.12. Sea ) un abierto de C. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. Q es simplemente conexo.
2. Toda funcion holomorfa f : Q0 — C tiene una primitiva.

3. Para toda curva cerrada +y en §) de clase C' a trozos, y toda funcion holomorfa f : Q — C se
tiene que f7 f=0.

Demostracion. El resultado es cierto en el caso 2 = C. Por tanto podemos suponer €} # C. Sabemos
que (1) = (2) <= (3). Veamos que (3) == (1). Por la observacién anterior el teorema de
la aplicacién de Riemann es vdlido para el abierto €2, luego existe £’ : D — ) conforme. Como los
homeomorfismos preservan la conexién simple y D es simplemente conexo, se deduce que €2 también lo
es. O

Una pregunta natural y ademds importante (por cuestiones relacionadas con la solucién del problema
de Dirichlet que veremos en el proximo capitulo) es la de si la aplicacién de Riemann puede extenderse a
la frontera de €2 con continuidad e inyectividad. En general la respuesta a esta pregunta es negativa, pero
si suponemos que {2 es acotado y su borde 02 es una curva cerrada simple, entonces es positivaE]

Teorema 10.13. [Carathéodory] Sean U abierto acotado de C, y f : D — U conforme. Entonces f
puede extenderse a un homeomorfismo f : D — U siy solo si OU es una curva cerrada simple.

Demostracion. Siuna tal extension fvexiste entonces se tiene f(aD) = 0U, y por tanto OU es una curva
cerrada simple. El reciproco no es en absoluto obvio; dividiremos la demostracién en dos pasos.

Paso 1. Si OU es una curva cerrada simple entonces [ puede extenderse a 0D con continuidad, de
manera unica. Esto equivale a decir que f : D — U es uniformemente continua (ya que toda funcién
uniformemente continua en un conjunto A tiene una tnica extension a la adherencia de A). Supongamos
pues que f no es uniformemente continua, y llegaremos a una contradiccion. Existen £ > 0, y sucesiones
(zn) C D, (wy,) C D tales que |z, — wy,| — 0 pero

| f(zn) = f(wn)] > 2 (10.1)

para todo n. Puesto que D es compacto, existe una subsucesién de (z,,), que podemos seguir denotando
(zn), que converge a un punto § € . Necesariamente

lim z, = lim w, =& € 0D,

ya que f es continua en el interior de . Para cada r € (0,1), sea v, : (v, B) — C la curva ~,(t) =
€+ ret, con ay., B, elegidos de tal forma que

Vr(ar, Br) =DNAD(E, ).

“Este resultado es llamativo, ya que no supone que OU sea rectificable, ni siquiera localmente en algtin punto: por ejemplo
OU podria ser la curva de Koch con forma de copo de nieve.
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Las longitudes de las curvas asociadas f o ~, pueden estimarse como sigue:

Br Br
tong(f 09r) = [ 17 Ont)@lde = [ (1nf@1) (17 0r )] p(o ) de

Qo

- (/:T ‘%<t)‘dt>; (/:T F o) ’%/ﬂ(t)’dt); < (271'7“)% (/j |f/(€+ rei9)|2rd0)é ,

de donde 9
long(foy)” o / /(€ + rei®)[2rdo,
r {0:|€+rei?|<1}
y asi
1 [t r)?
o [ gy < [ ek ipPandy < [ 1+ i) Py = dreal D) < o
21 Jo T DND(€,1) D

puesto que U = f(D) es acotado. Esto implica que debe existir una sucesion r, — 07 tal que long(f o
Yr,,) — 0 (de lo contrario las integrales de las desigualdades anteriores serian infinitas). Por comodidad
de notaci6n escribiremos v, en lugar de v, ,y o, y B, en lugar de ., y 5, en todo lo que sigue.
Tenemos asi una sucesion de curvas f o 7, con longitudes finitas que tienden a 0 cuando n — co.

Y (ele)

Por tener longitud finita, la curva f o 7, : (ay,8,) — C tiene una dnica extensién continua a
[, Bn], que seguiremos denotando ,,, con

o
form(an) = an = f(1(00) + | [ (w(®))rn(t)dt,

g B
fom(Bn) == bn = f(m(fo)) + ; f' (o ()7 (t)dt,

siendo fy un nimero cualquiera en el intervalo (ay,, 3,). Como el didmetro de una curva es menor o
igual que su longitud, tenemos que

|an, — by| <long(fo~y,) —0

cuando n — oo. Ademas es facil ver que a,,b, € OU. Sea oy, la curva dentro de OU que conecta a,
con b, y tiene menor didmetro de las dos curvas que hay en OU con esta propiedad. Recuérdese que
OU es homeomorfo a la circunferencia unidad S' por definicién de curva cerrada simple. Si b : S' —
AU es un tal homeomorfismo y elegimos t,,,s, € S' con h(s,) = an, h(t,) = by, puesto que h es
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uniformemente continuo (por ser S compacta) y |a, — b,| — 0, se obtiene |t,, — s,,| — 0, lo que, como
se ve inmediatamente implica, usando otra vez la continuidad uniforme de h, que diam(o,,) — 0.

Consideremos ahora la curva cerrada simple o, U (f o ,,), y llamemos U, a la regién interior a ella,
de forma que o, U (f o ~,,) = 9U,. Puesto que diam(c,,) — Oy

diam(f o,) <long(f o~y,) — 0,
tenemos que lim,,_,~, diam(9U,,) = 0, y por tanto también
nlgrgo diam(U,,) = 0. (10.2)
Definamos V,, = D N D(&, r,,). Entonces, al menos para n suficientemente grande,

f(Va) = Uy
(de lo contrario, como sélo hay dos componentes conexas en D \ 7, y en f(D) \ (f o ~,), tendriamos
f(D\ V,,) = Uy, luego también diam(U,,) > f(D(0,1/2)) > 0 para n suficientemente grande, lo que
contradice (10.2))). Por tanto hemos probado que
lim diam(f(V,)) = 0. (10.3)

n—o0

Pero, extrayendo subsucesiones de (z,), (wy,) si fuera necesario, podemos suponer que z,,, w, € V;, para
todo n, y entonces (10.1) y (10.3)) se contradicen mutuamente.

Paso 2. La iinica extension continua de f a D es inyectiva, y define un homeomorfismo de D en U.
Llamemos también f a esta Unica extensién que ya sabemos que existe gracias al Paso 1. Se tiene que
f(D) es compacto y contiene a U, luego U C f(DD). Ademds la continuidad de f también implica que
f(D) C f(D) = U. Luego f : D — U es continua y sobreyectiva, y como D) es compacto, para ver que
f es un homeomorfismo basta probar que f es inyectiva. Ya sabemos que lo es en D. Ademas, es facil
ver, usando que f : D — U es un homeomorfismo, que f(9D) C 9U. Por tanto para probar que f es
inyectiva, supondremos que existen &1, &y € dD tales que &1 # &2y f(&1) = f(&2) € OU, y llegaremos
a una contradiccién. Pongamos & = €1, & = €2, donde podemos suponer 0 < 0; < 6y < 27,y
definamos las curvas

Q
—~
~
S~—
I

[9 02]7

eit,tE 1,
€it,t S [62,91],

=2

—~
~

~—
I

y las regiones
Wy = region interior a [0, &;] U o U [£2,0],

Wy =D\ W,
V' = regi6n interior a f([0, &;1] U [£2,0]).

Véase el dibujo.

Ez /——-——\ £(§4\=£(Sz\
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Por un argumento obvio de conexidn, se tiene que o bien f(W;) =V o bien f(W2) = V. Supongamos
por ejemplo f(Ws) = V (el argumento es andlogo en el otro caso). Entonces

fle)cvnou ={f(&)} = {f(&)},

luego f es constante en el arco de circunferencia o (en el caso en que f(W;) = V se obtendria f
constante en el arco de circunferencia v = 9D \ o).

Ahora bien, componiendo f con la aplicacién conforme F' que lleva el semiplano superior H :=
{z € C:Im(z) > 0} en D, definida por

11—z
14+ z

F(z) =

(funcién que ademds se extiende con continuidad a R y lleva R en 0D\ {—1}), y multiplicando por una
constante o adecuada obtenemos una funcién f = a.f o F' que es holomorfaen Q" := {z € C : Im(2) >
0,|z — ag| < r} (donde ap € Ry r > 0 son tales que F([ag — 7, a0 + 7]) C o), que se extiende con
continuidad a I := (ag — r,ap + r), y toma un valor constante, y real, en I. Por el principio de simetrfa
de Schwarz f puede extenderse holomorfamente a D(ag, ), y la extension sélo puede ser constante (por
el teorema de identidad, ya que f es constante en /). Esto implica que f es constante en D(F'(agp), s) D
para s suficientemente pequefio, lo que de nuevo por el teorema de identidad asegura que f es constante
en D, lo cual es absurdo. O

Si ademas se supone que QU es una curva analitica, es inmediato deducir, del teorema anterior y
del Teorema [6.5] que toda aplicacién conforme f : D — U puede extenderse (de manera tdnica) a una
aplicacién holomorfa definida en un entorno abierto de ID. De esto a su vez se desprende lo siguiente.

Corolario 10.14. Si f : Q1 — Q9 es una aplicacion conforme entre dos abiertos simplemente conexos
y acotados de C cuyas fronteras son curvas cerradas simples analiticas, entonces existen abiertos W1 y
Wo que contienen a §21 y Qo respectivamente, y una aplicacion conforme F : Wy — Ws tal que F = f
en .

10.3. Problemas

Problema 10.1. Demostrar que toda funcion entera f que sea inyectiva es de la forma f(z) = az + b,
cona,be C,a+#0.

Problema 10.2. Sea f : C — C meromorfa, y supongamos que existe m € N tal que #(f~!(w)) < m
para cada w € C. Probar que f es racional.

Problema 10.3. Si f : D(0,1+¢) — C es holomorfa (donde € > 0) y la restriccién de f a 9D(0,1) es
inyectiva, demostrar que f es también inyectiva en D(0, 1).

Problema 10.4. Sea f : C — C holomorfa, y supongamos que f(f(1/n)) = 1/n para todon € N.
Demostrar que o bien f(z) = z para todo z o bien existe un nimero complejo w tal que f(z) = w — z
para todo z.

Problema 10.5. Sea U un conjunto abierto y acotado del plano, y sea f : U — C continua tal que f es
holomorfa en U. Demostrar que O(f(U)) C f(0U).

Problema 10.6. Sea f : D (07 1+ 10_6) — C holomorfa. Demostrar que existe zp con |zg| = 1 tal
que, si definimos g(x,y) = |f(x + iy)|, entonces g es diferenciable (en sentido real) en 2y, y para
wo = Vg(zp) se tiene que Re(zowg) > 0.
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Problema 10.7. El objetivo de este problema es dar una version del teorema de la funcién implicita para
funciones holomorfas. Sean {2 un abierto de C*> y ' : ) — C continua. Supongamos que para cada w
fijo la funcién z — F'(z,w) es holomorfa, y denotemos

OF (z,w)

Fl(z7w): o2

Supongamos que F'(zp,wp) = 0y que Fi(zp,wp) # 0, y elijamos p > 0 tal que F(z,wo) # 0 si
z € D(20,p) \ {20}

1. Demostrar que existe 0 > 0 tal que para cada w € D(wyp,d) existe un tnico z = g(w) tal que
2 € D(20,p) y F(2w) = 0.

2. Probar que
1 §F1 (57 ’U))

- shts, W)y
2mi |E—z0|=p F(f,w) ¢

g(w)

para todo w € D(wy,d).

Indicacién: usar el teorema de los residuos con la funcién £ — £F (€, w)/F (&, w).

3. Si ademds se supone que w — F'(z,w) es holomorfa para cada z fijo, y se denota

OF (z,w
FQ('Z’ w) = éw)a
probar que g es holomorfa, y que
—Fy(g(w), w
) — —Polo(w). w)
Fl(g(w)aw)

Problema 10.8. Sean f una funcién holomorfa definida en un entorno de zg. Supongamos que zp es cero
de orden n de la derivada f’, y pongamos wg = f(zp). Demostrar que:

1. Existe p > 0 tal que f’(z) # 0y f(2) # wp para todo z € D(zo, p) \ {20}

2. Sid = min,cop(z,p) |f(2) —wol, entonces para todo w € D(wo, d)\ {wo}, la ecuacién f(z) = w
tiene exactamente n + 1 soluciones distintas en D(zg, p).

Problema 10.9. Consideremos las funciones F'(z) = Z—j G(z) = zﬁi, yseaH = {z : Imz > 0} el
semiplano superior. Demostrar que F' : H — I es conforme, con inversa G : D — H. Probar también

que F' se extiende con continuidad a R y lleva Ren D \ {—1}.

Problema 10.10. Comprobar que f(z) = %Jjj lleva el semidisco unidad superior conformemente en el

primer cuadrante del plano. ;Qué ocurre con las fronteras?

Problema 10.11. Se llama automorfismo del disco unidad D a toda aplicaciéon conforme de D en D.
Demostrar que todo automorfismo de ID es de la forma

w—z

= ewgow(z)

f(z)=¢”

1 —wz

para ciertos 6 € [0,27] y w € D.
Indicacion: si f(w) = 0, aplicar el lema de Schwarza g := fop, yag '

Problema 10.12. Probar que los tnicos automorfismos de ID que fijan el origen son las rotaciones.

Problema 10.13. Demostrar que para cualesquiera a,b € D existe f : D — I conforme tal que

f(a) =b.
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Problema 10.14. Dar un ejemplo de abierto acotado simplemente conexo cuya frontera no es una curva
cerrada simple.

Problema 10.15. Sea f una funcién holomorfa en un abierto ) de C. ;Bajo qué circunstancias puede
tener | f| un minimo local en 2?

Problema 10.16. Sean f holomorfa en un abierto conexo 2 de C, V' un abierto conexo y acotado tal que
K :=V C Q, f no constante, y | f| constante en K. Demostrar que f tiene al menos un cero en K.

Problema 10.17. Encontrar todas las funciones enteras f tales que |f(z)| = 1 siempre que |z| = 1.

Problema 10.18. Sean 2 C C un abierto acotado, y {fn}neny C C(£2) N H(2) una sucesién que
converge uniformemente en 9). Demostrar que { f,, },<n converge uniformemente en 2.

Problema 10.19. Sean 2 C C un abierto no acotado, f € H(2) N C(£2), y supongamos que existen
constantes A, B € R tales que |f| < Aen 9Qy |f| < B. Demostrar que también se tiene |f| < A en
Q.

Indicacion: sin pérdida de generalidad puede suponerse D N Q = (). Fijado 2z € €, sean n € N, R > 0 grandes,
y apliquese el teorema del médulo maximo a la funcién f(z)"/z en la componente conexa de D(0, R) N 2 que
contiene a zg.

Problema 10.20. Si f € H(ID), demostrar que existe una sucesion { z,, }nen C D tal que lim,, 0 |25,| =
1y {f(zn)}nen es acotada.

Problema 10.21. Si 2 es un abierto acotado de C, y f € H(€2) cumple que limsup,,_, | f(zn)| < M
para toda sucesion { z,, }nen que converja a un punto de 9€2, demostrar que | f(z)| < M paratodo z € €.

Problema 10.22. Sea F la colecci6n de todas las f € H(D) tales que [y | f(z + iy)|*dady < 1. (Es F
una familia normal?

Problema 10.23. Supongamos que (f,) C H(2), que f,, — f uniformemente en cada compacto de €2,
y que f es inyectiva en € ;Es verdad que para cada compacto K C 2 existe N (k) € N tal que f, es
inyectiva en K paratodon > N(K)?

Problema 10.24. Sean ) un dominio simplemente conexo de C, z5 € Q,y f,g : @ — D conformes y
biyectivas que transforman zg en 0 ;Qué relacion existe entre [y g?



Capitulo 11

Las funciones armonicas y el problema de
Dirichlet

11.1. La ecuacion de Laplace

Consideremos la ecuacion del calor
ur — Azu = 0en (0, +00) x Q,

donde €2 es un abierto acotado de R™. Después de un tiempo muy largo, el sistema alcanzara un equilibrio
térmico, de modo que ya no habrd intercambio apreciable de calor, y las soluciones de esta ecuacién
deberian aproximarse (cuando ¢ — oo) a las de

Av=0en

(es decir, la misma ecuacién del calor cuando u; = 0 o, equivalentemente, u no depende de t). Esta es la
ecuacion de Laplace (o steady-state heat equation). Las soluciones de esta ecuacién se llaman funciones
armonicas.

Ya hemos visto en los ejercicios que las partes reales de las funciones holomorfas son armdnicas y
también un reciproco parcial, a saber, que si u : @ C R? — R es arménica y 2 es un disco abierto o un
rectangulo abierto, entonces existe una funcién holomorfa f : {2 — C tal que w es la parte real de f.

Supongamos que queremos resolver la ecuacién de Laplaceen Q = D = {(z,y) € R? : 22 +¢% <
1}, con la condicién de frontera u = f en D (una interpretacion fisica del problema corresponderia a
fijar una distribucién de temperatura f en 0D y esperar un tiempo suficientemente largo para hallar la
distribucién resultante de temperatura en el interior del disco).

Como ya sabemos, haciendo un cambio a coordenadas polares se ve facilmente que la ecuacién

Pu 0%u
equivale a
Pu  10u 1 0%
ozt rar TR oe
Es féacil comprobar que las funciones

=0.
U (1, 0) = plmlgimd.

con m € Z, son soluciones de la ecuacion de Laplace[] Como la ecuacion es lineal, las combinaciones
lineales de estas soluciones siguen siendo soluciones, y también las combinaciones lineales infinitas,

u(r,0) = Z amr|m|eim6,

meZ

"Permitiremos que las soluciones de Au = 0 tomen valores complejos para simplificar muchos célculos en este capitulo,
aunque al final del mismo volveremos a centrarnos en soluciones u : 2 — R.

117
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suponiendo que la serie converja y las series de las dos primeras derivadas también converjan.

Podriamos esperar incluso que fodas las soluciones de la ecuacion de Laplace en el disco sean de esta
forma, lo que nos conduce inmediatamente a la siguiente pregunta: dada una funcién continua f en 9D,
(existen nimeros a, € C tales que f(0) = >, - ame™? ? Esta es una de las preguntas fundamentales
del Andlisis de Fourier de la que hablaremos muy brevemente en la siguiente seccién. Avanzamos que
esto no siempre es asi, aunque si que es verdad si se supone, por ejemplo, que f es Lipchitz.

Cabe esperar, sin embargo, que incluso si la serie de Fourier de una funcién continua f no converge,
alin tengamos que

f(0) = lim Z amr!™leim?

—1-
" meZ

con lo cual la funcién u : D — C definida, en coordenadas polares, por u(r,8) = 3" a,,r/™em?
si0 <7 < 1,yporu(l,0) = f(0), seria continua en 9D, dos veces diferenciable en D, y satisfarfa la
ecuacion Au = 0. Es decir, habriamos resuelto el problema

Au=0 -enD,
u=f en OD.

En este capitulo probaremos que esto es realmente asi, y que de hecho la funcién v asi definida es la
Unica solucién de esta ecuaciéon. Mds en general, veremos cémo este tipo de problema puede resolverse
en dominios que son conformemente equivalentes a D y estan limitados por curvas cerradas simples.

11.2. Series de Fourier

La circunferencia unidad 0D se denota también por T (y a veces se llama el toro unidimensional).
Las funciones f : T — C pueden identificarse con las funciones 27-periddicas de R en C, mediante
la aplicacién R > 6 + € € T. Es decir, si f : T — C entonces § +— f(e?) es una funcién 27-
peridica de R en C, y reciprocamente, si g : R — C es 2m-periddica entonces f(z) = g(Argz)
es la tnica funcién de T en C tal que f(e’’) = ¢(6). Una funcién continua T y con valores en C
puede identificarse por tanto con una funcién 27-periddica y continua de R en C. Cuando hablamos de
funciones integrables, toda funcién integrable en T se identifica con una funcidn integrable en [0, 27|
mediante la misma correspondencia

Sea f una funcién integrable en [0, 27]. Para cada n € Z se define el n-ésimo coeficiente de Fourier
de f por

~ 1 [ , 1 ,
f(n):=— ft)e "t = /f(t)e_mtdt.
2w T

:27T0

Y se define la serie de Fourier de f por

S(f.t) =Y Fln)e™.

n=—oo

También consideraremos la N-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f, definida por
N ~ .
Sn(fit) = Sn(t) = 3 Flm)e™,
n=—N

y diremos que S(f,t) converge si existe limy_,~ Sy (f,t). Probaremos mds adelante en este capitulo
(ver los Corolarios y que si f es continua y la serie Sy (f,t) converge uniformemente a una
funcién g(t), entonces necesariamente f = g.

Averiguar bajo qué condiciones y de qué forma converge una serie de Fourier es uno de los problemas
fundamentales del Anélisis de Fourier, y no resulta nada facil de responder. Fourier (1768-1830) pensaba
que toda funcién continua f deberia tener la propiedad de que su serie de Fourier convergeria a f, pero,
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como demostré Du Bois-Reymond en 1873, estaba equivocado. Sin embargo el conjunto de los puntos en
los que la convergencia de la serie de Fourier de una funcién continua puede fallar, aunque posiblemente
infinito, es relativamente pequefio: tiene medida cero. Esto fue demostrado en 1966 por Carleson.

En general puede demostrarse facilmente (usando integracién por partes) que cuanto mas regular es
una funcién f (en el sentido de tener mayor diferenciabilidad), mas rapidamente decrecen sus coeficien-
tes de Fourier f(n) cuando |n| — oo, y por tanto mas rapidamente convergera su serie de Fourier. Por
ejemplo, si f es de clase C?en T, se veque Y, |f(n)] <CY 2, % < 00,conC = 5= [ | f|. Tam-
bién es cierto, aunque menos inmediato, que si f es de clase C' a trozos entonces Y onez |f(n)\ < oo
lo que implica la convergencia absoluta y uniforme de S(f,t) a f(t).

Por otro lado, si f es la restriccion a 9D de una serie de Laurent ) . a,2" que converge en un
anillo 0 < p < |z| < o0 < oo con p < 1 < o, entonces sabemos que

e}

f(eiﬁ): Z aneinﬁ

n=—0oo

uniformemente en 6, y se deduce ademas integrando el producto f(e?)e=* en [0, 2], que aj, = f(k)
para cada k € Z. En particular, si f es holomorfa en un entorno de D, resulta que todos los coeficientes
de Fourier f(n) se anulan para n < 0.

Sin embargo todos estos resultados, y otros muchos atin mds finos, no son suficientes para resolver
problemas como el de Dirichlet si se desea imponer como dato de frontera una funcién meramente
continua (es decir, resolver Au = 0 en D con u = f en JD, suponiendo sélo que f es continua). En
este tipo de problemas resulta muy util considerar nociones de convergencia mas débiles, que pueden

definirse mediante convoluciones con diversos nucleos.

11.3. Convolucién de funciones y nicleos de sumabilidad

La convolucién de dos funciones f, g : R* — C se define por

Fro@ = [ Ha=ewdy= [ e =iy

cuando esta integral existe. La convolucién de dos funciones f, g de T en C la definiremos en cambio
como

Frat) =5 [ 1= s)gis = o [ 7s)att = s)as

si esta integral existe (es decir, normalizamos la medida en T para que sea de probabilidad).

En lo que resta de seccién, salvo mencién expresa en sentido contrario, L' nos servird para denotar
tanto L'(R?) como L'(T). Andlogamente C* denotari el espacio de las funciones diferenciables de
clase C* bien sobre R? o bien sobre T (siendo C? el espacio de las funciones continuas sobre uno de
estos conjuntos).

Teorema 11.1. Si f, g € L' entonces f * g estd bien definida en casi todo punto, y f * g € L'. Ademds,
1 gl < [If11x [l

Demostracion. Consideremos la funcién h(z,y) = f(x—1y)g(y). Es facil ver que h es medible, y puesto

que
/ ( / (e, )| de)dy = / ( / (@ — y)g(y)|dz)dy =
/ (lg)! / (@ — y)\da)dy = / 9w)I( / F()|dz)dy =
/ @)1 ldy = 111 lgls < oo,

%Esto puede verse ficilmente una vez que se ha estudiado la convergencia en media cuadrética de las series de Fourier,
integrando por partes y usando que f’ € L*(T). Véanse los problemas y
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resulta de los teoremas de Tonelli y Fubini que h € L'y las secciones = + I h( h x,y)dx, y +—

[ h(z,y)dy estén bien definidas en casi todo punto y son integrables. En particular fxg(z) = [ h(z,y)dy
estd bien definida para casi todo z, y [|f * g(z)|dz = [| [ h(z,y)dy|ldz < [ [ |h z,y)dzdy =
111 Nl O

La siguiente proposicion, cuya demostracion es un ejercicio, resume las propiedades méas basicas de
la convolucién de funciones.

Proposicién 11.2. Para todas f,g,h € L' se tiene:
1. fx(g+h)=f*xg+ fxh
2. fxg=gxf
3. fx(gxh)=(f*g)*h

Ademds, en el caso en que f,g € L'(T), se tiene

— ~

4. fxg(n)= f(n)g(n) para todon € Z.

Otra de las propiedades mas importantes de la convolucién de dos funciones integrables es que, en
general, conserva las mejores propiedades de cada una de esas dos funciones: por ejemplo, si una de ellas
es continua, o diferenciable, entonces la convolucidn también lo es.

Proposicién 11.3. Si f € L' y g tiene derivadas continuas y acotadas hasta el orden k, entonces
frgeChy , ,
DY (f *g)(x) = (f * D’ g)(x)

para todo x y para todo j € 0,1, ..., k.

Aqui, en el caso en que f y g estin definidas en R?, y si {e1,...,eq} es la base canénica de RY,
denotamos por f * D’g(z) la aplicacién j-lineal cuyo valor en cada vector de la forma (e;,, ..., €;;) s
* (0g/0x;,...0x;;)(z). Dicho de otro modo y empleando la notacién de multi-indices, se tiene que

0%(f*xg)(z) = (f x9%)(x)

para cada multi-indice « con || = j.
Demostracion: Para k = 0, fijando z, se tiene que, para toda sucesion (z,,) convergente a x, la sucesion
de funciones f(y)g(x, —y) converge a f(y)g(z—y) para todo y. Ademds esta sucesion de funciones estéd
acotada por la funcién y — || gHoo (y), que es integrable Por el teorema de la convergencia dominada
se tiene entonces que f * g(z,) = [ f(y y)dy converge a f x g(z) = [ f(y Y).

Para k = 1, fijemos x y denotemos por y] la j-ésima coordenada de la Varlable in Dada una sucesion
de niimeros reales (t,,) que tienda a 0, consideremos la sucesion de funciones h,,(y) definida por

)9(961 = Yly ey T+l — Yy, -, Tg — yd) - 9($1 — Y1,y Td — yd)

f(yla"'ayd t
n

Aplicando el teorema del valor medio se ve que

()] < 1 ()] H Hoo < [1Dglloc £ ()1,

y como la funcién || Dyg|| f es integrable, se sigue del teorema de la convergencia dominada que

< tn,..., _ . )

n—oo n—o0

0
/nh_ggoh /f L)y = £ 52 (@)
J
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Esto prueba que

of*g), \
Tj(ﬂﬁ) =[x

99

5o @)

y como las funciones 0g/dx; son continuas se sigue del caso & = 0 que también lo son las derivadas

parciales 9(f * g)/0z; para j € {1,...,n}. Portanto f x g € Cly D(f x g)(z) = (f * Dg)(a:)E]
En el caso k > 2 1a demostracién se hace usando la misma idea y un sencillo argumento de induccién.
O

Definicién 11.1. Se dice que una sucesién {6, } e de funciones de L (T) es un niicleo de sumabilidad
en LY(T) si

1. SUPpeN ||5n||1 <0
2. 5= J36n = 1 para todo n
3. limy, oo fT\[_T . |6,,| = 0 para todo r € (0, 7).

Andlogamente, se dice que una sucesién de funciones {6, } de L'(R™) es un nicleo de sumabilidad
en LY(R™) si

1. sup,ey |[0n|l1 < 00
2. Jgm 0n = 1 para todo n
3. limy, o0 me\B(o " |6,] = 0 para todo r > 0.

También puede cambiarse en esta definicion la familia numerable de funciones {d,,} por una familia
no numerable {&;} cont € (a,b) C R, y tomar limites cuando ¢ — a™ (o cuando ¢ — b™). Por ejemplo,
en el caso (a,b) = (0,00), t — 0T, una familia {&; };~¢ es un ndcleo de sumabilidad en L' (R™) si

1. sups~q ||0¢]]1 < o0
2. Jgm 6 = 1paratodot >0,y
3. lim,_,+ me\B(O » |0t = 0 para todo r > 0.

Como ejemplo bésico de nicleo de sumabilidad en L!(R™) tenemos el niicleo del calor, definido
por

1 —|x|? /4t
515(35):W6 l=l*/4,

y llamado asi porque u(t, x) = f * §;(x) es la solucién de la ecuacion del calor

ur—Azu=0 en(0,400) x R™,
u(0,z) = f(z) paraz e R™.

En este ejemplo ¢ € (0,00), y los limites se toman cuando ¢ — 07. Nétese que en el caso de niicleos
positivos {6 }+~0 como es el del calor, la definicién de nicleo de sumabilidad equivale a decir que:

1. [gm 6t = 1paratodot >0,y

2. lim,_,o+ me\B(OM 8y = 0 para todo 7 > 0.

3 Alternativamente, la prueba se obtiene aplicando un teorema de derivacién bajo el signo integral; lo que acabamos de hacer
esencialmente consiste en demostrar uno de estos teoremas.
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Los niicleos de sumabilidad son identidades aproximadas, en el sentido de que la aplicacién f —
dn* f converge a la aplicacién identidad cuando n — oo, en diversas maneras y contextos. Enunciaremos
el siguiente resultado sélo en el caso de nicleos de sumabilidad de tipo sucesivo {d, } ,en, dejando a
cuenta del lector el enunciado del mismo en el caso de identidades aproximadas de tipo {5t}te(a7b)-

Proposicién 11.4. Si {6,,} es un niicleo de sumabilidad en L' y f es uniformemente continua y acotada,

entonces
lim || f % 6p — flleo = 0.
n—oo

Si f es solamente continua y acotada, se tiene aiin que f * 6, — f uniformemente sobre cada compacto.
Mds aiin, si f € C* con DF f continua y acotada, entonces

lim D¥(f % 6,)(x) = D* f(x)

n—oo
uniformemente sobre cada compacto (y si D* f es uniformemente continua y acotada entonces la con-
vergencia es uniforme sobre todo el espacio).

Finalmente, en el caso especial en que todas las funciones 6, tengan soporte contenido en un mismo
conjunto acotado, puede prescindirse de la suposicion de que f y sus derivadas estén acotadas.

Demostracién: Hacemos la demostracién para un niicleo de sumabilidad en L' (R™); en el caso de L' (T)
basta dividir todas las expresiones por 27. Dado ¢ > 0, al ser f uniformemente continua existe » > 0
tal que |f(z —y) — f(z)] < £/2sup,, [|0m]1 si |y] < r. Por otro lado, como {d,} es un nicleo de
sumabilidad se tiene f 0, = 1, y también que lim,, f| > On dn(y)dy = 0. Por tanto existe N € N tal

que f‘y|>r 100 (y)|dy < e/4(1 + || f]|c) para todo n > N. Entonces, para todo n > N y todo z se tiene

1 * 6ul2) \ﬂ/ w——ﬂm%@ms/mww—ﬂmm@ms
([<|ﬂx—m—fu»wawuy+/F>v@—yy—ﬂwu%@n@

€ €
< [ sy @y 200 | sty <545 =

La demostracién en el caso f € L> N C? es similar, usando el hecho de que las funciones continuas
son uniformemente continuas en cada compacto.

Por otro lado, cuando todas las d;, se anulan fuera de una bola B(0, R), poniendo sup,¢ g, o) | f ()]
en lugar de || f|| oo en las desigualdades anteriores, se ve que, ain cuando f no sea acotada, la continuidad
uniforme de f en el compacto B(z,2R) es suficiente para permitirnos deducir que f * §,, tiende a f
uniformemente en B(z, R).

Por tiltimo, cambiando f por D¥ f y usando el hecho de que D*(f * &,) = (D* f) % ,, se obtiene el
resultado en el caso en que f € C*. O

De las propiedades anteriores se sigue que la convolucién de una funcién continua f con un nicleo de
sumabilidad {d,, } produce una sucesién f,, = f4,, de funciones que aproximan a f y poseen las mismas
buenas propiedades de diferenciabilidad que tengan las §,,. A continuacién mostramos una eleccion tipica
de un nicleo de sumabilidad que permite obtener resultados muy ttiles sobre aproximacion de funciones
por funciones mds regulares.

Definamos ¢ € C*°(R"™) por

5(x) = Cexp (|x|2 1) si|z| < 1, (11.1)
0 si|z| > 1,

donde C esta elegida de modo que fRn 6 = 1. Definamos también, para cada € > 0, la funcién

5u(w) = ~5 (g) . (11.2)

8”
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Es fécil ver que cada funcién d. es de clase C*°(R"), tiene soporte en B(0, <), e integral 1. Por tanto,
{0c}e>0 es un niicleo de sumabilidad. En los textos en lengua inglesa a las funciones ¢. se les llama
mollifiers.

Usando estas propiedades y la proposicién anterior, es inmediato comprobar que para toda funcién
continua f : R® — R, la familia de funciones f- := f*d. es de clase C™° y converge a f cuando s — 0T,
uniformemente sobre cada subconjunto compacto de R™. Mds en general, si f es de clase C? (conp > 1),
entonces las derivadas de f. convergen a las derivadas de f (hasta el orden p), uniformemente sobre
acotados, cuando € — 0. Si ademés D* f es uniformemente continua en R”, se tiene que D*f. — DF f
uniformemente en R”.

Una variante de estos resultados es la siguiente.

Teorema 11.5. Sea 2 un abierto de R™. Para cada € > 0 definamos Q. = {x € R" : d(z,) < €}. Si
f:Q — R es una funcion continua, pongamos

fole) = /Q F()be(z — y)dy

para cada x € R", donde {0}~ estd definida por (11.1) y (I1.2). Entonces se tiene que f. € C*°(R"™),
f=0enR"\ Qg ylim__,g+ fo = f, uniformemente en cada subconjunto compacto de .

La demostracién queda como ejercicio para el lector.

11.4. El nicleo de Poisson y la solucion del problema de Dirichlet en el
disco

Se dice que una serie de nimeros complejos Y 7, ¢, es convergente en el sentido de Abel (o A-
convergente, para abreviar) a un nimero S, si para cada 0 < r < 1 la serie

o
A, = E cnr”
n=1

es convergente, y ademds se tiene que
S = lim A,.

r—1-

Los nimeros A, se llaman las medias de Abel de la serie 220:1 Cn.

Ya vimos en el problemaque siy o2, ¢, = S es convergente entonces también es A-convergente
a S. El reciproco es falso en general (por ejemplo la serie >~ ,(—1)"(n + 1) es A-convergente a
1/4, pero no es convergente). No obstante, bajo ciertas condiciones suplementarias sobre la rapidez de
decaimiento de los coeficientes de la serie, la convergencia Abel equivale a la convergencia usual. Por
ejemplo, se tiene el siguiente resultado (cuya demostracién omitimos porque no es facil y no lo vamos a
usar).

Teorema 11.6 (Hardy-Littlewood). Si ¢, = O(1/n) y > ¢, es A-convergente a S, entonces ¢y,
también converge a S.

Dada una funcién f € C'(T) con serie de Fourier ), ., F(n)e™?, definiremos sus sumas de Abel
como R
A (£,0) =D " f(n)em?.
neZ

~

Puesto que la sucesion doble { f(n) } ez estd acotada por || f ||, es obvio que A, ( f, #) converge absoluta
y uniformemente en # € T para todo r € [0,1).
Para estudiar la convergencia de A, (f,6) cuando r — 17, vamos a ver que A, (f,-) = f * P, donde

P.(0) := Z rlnlgind

nel
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es el niicleo de Poisson.
En efecto, tenemos

f * PT<9) = % /11- f(t) <Z T"ehb(@—ﬂ) dt =

neL

=> " (217r /T f<t>e—mtdt> e =3 e f(n)e™” = A,(£,0),

nez neL

donde el cambio de orden entre integral y suma puede justificarse por la convergencia uniforme de la
serie para cada r € [0, 1).
El siguiente lema prueba que el nicleo de Poisson es un niicleo de sumabilidad.

Lema 11.7. Para todo r € [0, 1) se tiene

; 1—r?
L [n| inf __
PT(Q)'_XE%T € 1 —2rcosf+1r?’
n

y la familia { P, },¢|o,1) es un niicleo de sumabilidad cuando r — 1~.

Demostracién. Escribamos z = re' . Tenemos

> > _ 1 z 1— |z 11—
Rw>:§:5t+z>ﬁz1—z+d—@;71—42:1—%m%0+ﬂ'
n=0 n=1
Es entonces obvio que P.() > 0 para todo 6 € T. Ademas
1—2rcosf+7r2=(1—-rcosf)*+r?sen’ > (1 —rcosh)? > (1 —|cosh|)?

luego, para € T \ [, d] se tiene

1—r? 1—r?
0< P(0) < < ,
= B (6) < (1 —1cosf|)? = (1 —|cosd|)?

lo que prueba que P,(¢) — 0 cuando » — 17, uniformemente en T \ [—4, ], y en particular también

lim, ;- f| 0> P.(0)df = 0 para cada 6 > 0. Finalmente, es inmediato comprobar (integrando término a

término la expresion 5, _, ™) que 5 Jp Pr(0)df = 1 paratodor € (0,1),y por tanto { P, o<r<1
es un niicleo de sumabilidad en L'(T). O

Combinando el lema anterior con la Proposicién [I1.4] obtenemos inmediatemente el siguiente

Teorema 11.8. Si f € C(T), entonces lim,_,,— A, (f,0) = f(6) uniformemente en 6 € T.

~

Corolario 11.9. Si f,g € C(T) y f(n) = g(n) para todo n € 7Z, entonces f = g.

~

Demostracion. Si f(n) = g(n) para todo n € Z entonces obviamente
A (f,0) = Z r'"'f(n)em9 _ Z rlG(n)e? = A,(g,0),
neL nez

para cada r € (0, 1), y entonces por el teorema anterior

r—1—

para todo 0 € T. O
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Corolario 11.10. Si f € C(T) y la serie de Fourier Sy (f,t) converge uniformemente ent € T, entonces
SN (f,t) converge a f(t) uniformemente ent € T.

Demostracion. Llamemos g(t) = Umy_,o0 Sn(f,t) = 3,z f(n)e™. Entonces g es continua en T,
por ser limite uniforme de una sucesién de funciones continuas. Los coeficientes de Fourier de esta
funcién g vienen dados, para cada k € Z, por

-~ _ i —ikt 74 _ i 7 int —ikt 34
g(k) = 5 /Tg(t)e dt = 27 /. (nze:Zf(n)e ) e "Mdt = (11.3)

2i / > fn)emRtar =3 zi / Fln)e™Rtar = F(k) (11.4)
g TnGZ ne” TJT

(donde el intercambio de suma e integral se puede justificar por la convergencia uniforme de la serie).
Es decir, f y g tienen los mismos coeficientes de Fourier. Como ademas ambas son continuas deducimos
del corolario anterior que f = g. ]

Con todo esto ya podemos demostrar la existencia y unicidad de las soluciones del problema de
Dirichlet en el disco unidad.

Teorema 11.11. Sea f € C(T,R), y definamos u : D — R en coordenadas polares por
u(r,0) =Y _ il f(n)e™ = A,(f,0) = (P,  £)(6).
neZ

Entonces:
1. we C®[D),y Au=0.
2. lim,_,1- u(r,0) = f(0), uniformemente en 6 € T = JD.

3. La funcion v : D — R, definida en coordenadas polares por P, x [ en Dy por [ en oD =T, es
la tinica funcion de C(D) N C%(D) que satisface

Au=0 enD,
()9
u=f en JD.

0

Demostracion. Escribiendo z = re®® con0 < r < 1,0 € T, tenemos

u(r,0) = > 1" f(n)e™ + 3 1" f(—n)e™ = g1(2) + g2(2),
n=0 n=1

~ ~

donde las funciones g1 (z) = > .07 f(n)z", g2(w) = >_;2 1 f(—n)w" son holomorfas en I, luego es
claro que u € C*°(D). Ademads, diferenciando la serie término a término dos veces, se comprueba sin

dificultad que
0?u  10u 1 0%

44 =0,
or? * r or * r2 06?
lo que ya sabemos equivale a
0?u  0%u
Auw,y) =5+ 52 =0

Esto prueba (1).

La propiedad (2) es consecuencia inmediata del Teorema|[11.8]

Para demostrar (3) veamos primero que la funcién u asi definida es continua en D. Puesto que
u € C*°(D) sélo hay que comprobar que

lim  u(r,0) = f(6
(r,e)—>(1,00)( ) = f(6o)



126 CAPITULO 11. LAS FUNCIONES ARMONICAS Y EL PROBLEMA DE DIRICHLET

para cada 6y € T. Dado £ > 0, como lim,_,;- u(r,0#) = f(0) uniformemente en § € T, podemos
encontrar ; > 0 tal que si 1 — r < 47 entonces |u(r, ) — f(0)| < £/2 para todo 6 € T. Por otro lado,
por la continuidad de f en 6y, existe o > 0 tal que |f(0) — f(6p)| < €/2 siempre que |6 — Oy| < d2. Por
tanto, si ||(r,0) — (1,00)|| < d := min{dy, d2}, se tiene

() = £(60)] < u(r,6) ~ F(O)] + £(6) — F(00)| < 5+ 5 =<

| ™

Por tanto u € C(DD) es solucién de (). Finalmente, la unicidad de esta solucién es consecuencia del
principio del mdximo para las funciones arménicas, que estudiamos a continuacién. O

Teorema 11.12 (Principio del mdximo). Sean Q2 un abierto acotado y conexo de C, y u € C*(Q)NC(Q).
Supongamos que u es armonica en §). Entonces

maxu(z) = maxu(z).
2€Q () 2€00 ()

Ademds, si u tiene un mdximo en (), entonces u es constante en ).

Demostracion. Supongamos que existe zg € 2 conu(zg) = M > u(z) para todo z € 2. Entonces, para
cadar € (0,d(zp,00)), usando el ejercicio [11.10| (que es consecuencia fécil de la propiedad del valor
medio de las funciones arménicas), tenemos

M = u(z) = ! /D( )uSM,
20,

mr2

y como, al ser u continua, la igualdad sdlo puede darse si u = M en D(zp,7), se deduce que u es
constante en B(zp, ). En particular esto prueba que el conjunto {z € € : u(z) = M} es abierto. Como
también es un cerrado relativo a {2, que es conexo, se deduce que este conjunto coincide con §2, lo que
prueba la segunda parte del enunciado, que a su vez implica la primera. O

Corolario 11.13. Sean Q un abierto acotado de C, f € C(Q2), g € C(9N). Entonces a lo sumo existe
una tinica solucion del problema

Au=f en{,
U=y en 0f).

Demostracion. Siwu,v son soluciones del problema entonces «—v es arménica en {2, y ademds u—v = 0
en 011, luego por el teorema anterior u — v < 0 en 2. Andlogamente resulta que v — u < 0 en 2. Por
tanto u = v en (2. O

Corolario 11.14. Para cada disco D(zy,7) C R? y cada funcién continua f : 0D (zg,r) — R existe
una tnica funcion continua u : D(zp,7) — R tal que u = f en 0D(zp,7) y u es arménica en D(zp, ).

Demostracion. Consideremos g : dD(0,1) — R, g(¢) = f(20 + r¢). Por el teorema [11.11] existe una
Ginica funcién v continua en D(0,1) y arménica en D(0,1), tal que v = g en dD(0, 1). Entonces la
funcién u(¢) = v ((¢ — z0)/r) es arménica en D(z, ), como se comprueba ficilmente, y coincide con
f en OD(zp,r). Ademés u es la dnica funcién con estas dos propiedades: si hubiera otra tal funcién
w entonces h(() = w(zp + r(¢) serfa una funcién arménica en D que coincidiria con ¢ en su borde,
con lo cual, otra vez por el teorema tendriamos h = v en D, lo que equivale a decir w = w en
D(zg,T). O
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Vamos a deducir otra versién muy util de la férmula para la solucién del problema de Dirichlet dada
por el teorema[TT.T1] Nétese que, en el caso del disco unidad,

u(e) = utre®) = 5 5 ([ utete ) ene

kEZ

1 it —ik(0—t) |K| 1 it 1—r?
= — [ i dt = — [ u(e L dt =
5 Tu(e ) (kezze r o Tu(e )’1 ez

1 o 1—r? 1
= — M —dt = — P(z,¢)d
3 | e it = 5 [ w(OP( e,
donde

1— 2
P(Z,C) = |Z_’z|’2

Para cada f € C(T) denotaremos la integral de Poisson de f por

PUNE) = 3= [ FOPEOc

Con esta notacion, tenemos la siguiente versién del Teorema [IT.T1]
Teorema 11.15 (Férmula integral de Poisson). Para cada f € C(T), existe una vinica solucion u €

C%(D) N C(C) del problema

Au=0 enD,
u=f en 0D,
que satisface u(z) = P(f)(z) para cada z € D.
Por tanto, mediante un cambio de coordenadas, tenemos, para cualquier disco, lo siguiente.

Corolario 11.16. Para cada disco D := D(z9, R) C Cy cada f € C(0D) existe una tinica solucion
del problema u € C%(D) N C(D) del problema

Au=0 enD,
u=f en 0D.

Ademds u viene dada por la formula

1 27 R2—|Z—ZQ|2

Re" L __do
f(ZO+ € )‘Z—Zo—ReZOP

para cada z € D = (zp, R).

Demostracion. Basta observar que las soluciones de

Au=0 en D(z,R),
u=f en 0D(zo, R).

y las de
Av=0 enD,
v=g en OD.

se corresponden via las formulas v(z) = u(zo + Rz), g(z) = f(20 + Rz2). O
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Ya sabemos que es posible recuperar el valor de una funcién armoénica en el interior de un disco
a partir del promedio de sus valores en el borde del disco. A continuacién vemos que de hecho esta
propiedad caracteriza a las funciones armonicas: basta que una funcién sea continua y tenga la propiedad
del valor medio para que automdticamente sea arménica y en particular tenga derivadas de todos los
Ordenes.

Teorema 11.17 (Propiedad del valor medio, versién 2.0). Sea Q C R? un abierto, y u : Q — R una
funcion continua. Entonces u es armonica si 'y solo si para cada disco D(z,r) C §Q se tiene que

2

u(z) u(z + re’)do.

Demostracion. Que las funciones armonicas tienen esta propiedad ya lo demostramos como consecuen-
cia de la férmula integral de Cauchy y el hecho de que toda funcién armdnica es localmente la parte real
de una funcién holomorfa. Reciprocamente, supongamos que la férmula es vélida para todo D(z,7),
y veamos que Au = 0. Es suficiente probar que Au = 0 en D(z,r) para cada z € Q, r > 0 con

D(z,r) C . Fijado un tal disco, por el corolario anterior sabemos que existe una unica v solucién de
Av = 0en D(z,r) tal que v = wen 0D(z, 7). Veamos que v = v en D(z,r), y por tanto Au = 0 en
D(z,r).

Supongamos que v # u, por ejemplo v — u > 0 en algin punto de D(z, r). Definamos

E={peD(zr): (v-u)(p) = Cer%%(ifr)(v —u)(O)}

que es un compacto no vacio contenido en D(z,7) (yaque v —u = 0 en 9D(z, 7)),y seaw € FE tal que
|lw— z| = max{|¢ — z| : ( € E}.

Como w € D(z,), existe v’ > 0 tal que D(w,r’) C D(z,r), y por la hipétesis sobre u tenemos

1 2m )
u(w) / u(w 4 ') de.
0

T or

La misma propiedad tiene v por ser armonica, luego la diferencia también cumple

(v—u)(w) ! /0 7r(v —u)(w + 'e?)db.

T or

Pero por la eleccién de w como el punto en E mis lejano de = se tiene (v — u)(w + 1'e'?) < (v — u)(w)
para todo 6 € T, con desigualdad estricta en un subconjunto abierto de T, lo que implica que

(v—u)(w) > % /027r(v —u)(w+r'e?)dd,

contradiciendo la ecuacidn anterior. Andlogamente se ve que no puede haber puntos para los cuales
v —u < 0. Por tanto u = v. O

Corolario 11.18 (Desigualdades de Harnack). Si u € C%(D) es arménica y positiva, entonces

1—r7r ) 1+r
< 0y <
T U0 sulret) s 7=

u(0)

para todo z = re'? € D.

Demostracion. Aproximando u(z) por u(pz) cuando p — 17, podemos suponer que u(z) se extiende a

una funcién C? y arménica definida en un entorno abierto de ID. Nétese que

1—r 1—r2 1—r2 1+7r
= < P.(0) <
I+r 14r242r — »(6)

Sl+r2—2r 1-1
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Usando estas desigualdades y el hecho que u > 0, se tiene

; 1+ l+r 1 [?7 ,
16 i(0—
u(re’) = (Pr*u),,)(0) < (1 . *u|6D> 0) = —ron ), u <e( t)) dt

L4r 127
Ty ), () ds= o),
y andlogamente resulta que (1 —7)(1+7)~! < u(rew). -

Las desigualdades anteriores son optimas: por ejemplo, si u(z) = Re ((1 + 2)/(1 — z)), se tiene la
igualdad en z = +£r. Reescalando y trasladando podemos obtener también desigualdades andlogas para
cualquier disco.

Corolario 11.19 (Desigualdades de Harnack). Si u € C?(D(zq, R)) es arménica y positiva, entonces

R—r R+r
< <
R—i—ru(zo) <u(z) < R—r

u(0)

para todo z € D(zp,7), 0 <1 < R.

El hecho de que las cotas (R —r)/(R +r) y (R+ r)/R — r) no dependan de la funcién u per-
mite extraer conclusiones muy fuertes. Por ejemplo, si (u,,) es una sucesion de funciones arménicas en
D(zp, R) y (un(z0)) estd acotada, entonces (u,(z)) estd uniformemente acotada en cada compacto con-
tenido en D(zp, R). Mediante un argumento de conexién podemos extender este resultado a cualquier
abierto conexo.

Corolario 11.20. Sean 2 C C un abierto conexo, y (u,) C C?(S2) una sucesion de funciones armé-
nicas 'y positivas. Si existe zg € € tal que u,(z9) — +00, entonces u,(z) — +00 uniformemente en
cada subconjunto compacto de ). Y si existe z; € ) tal que (u,(z1)) es acotada, entonces un(z) estd
uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de §.

Demostracion. SeaU = {z € 0 : uy(z) — +o0o}. Del corolario anterior se deduce que tanto U como
Q\ U son abiertos. Como {2 es conexo, se sigue que o bien U = Q o bien U = (). En el primer caso, que
ocurre cuando existe zp € € tal que u,(z9) — 400, podemos recubrir cualquier compacto K C €2 por
una cantidad finita de discos en los cuales u,,(z) — +oo uniformemente, y se deduce que u,(z) — +00
uniformemente en K.

Andlogamente, si definimos V' = {z € Q : (u,(2)) estd acotada}, por el corolario anterior se tiene
que tanto V' como 2 \ V son abiertos. Como (2 es conexo, si existe z; tal que (uy(21)) es acotada, se
tiene V' = (). Podemos recubrir cualquier compacto X C () por una cantidad finita de discos en los
cuales (u,(z)) estd uniformemente acotada porque lo estd en sus centros, y se deduce inmediatamente
que (un(2)) estd uniformemente acotada en K. O

En los problemas [TT1.20] [TT.21} [T1.22]y [T1.23] se estudian otras aplicaciones importantes de las de-
sigualdades de Harnack.

11.5. El problema de Dirichlet en dominios limitados por curvas de Jor-
dan

Finalmente veremos cémo el teorema de la aplicacion de Riemann, junto con el de Carathéodory que
estudiamos en el capitulo anterior, nos permiten transportar la solucién del problema de Dirichlet en el
disco unidad D a la solucién del problema de Dirichlet en cualquier abierto acotado limitado por una
curva cerrada simple.

Para ello observemos primero que la composicion de una funcién holomorfa con una funcién armo-
nica es armonica.
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Lema 11.21. Sean V y W abiertos de C, F : W — V holomorfa, y u : V. — R armdnica. Entonces
wo F es armonica en W.

Demostracion. Puesto que el resultado es de carécter local podemos suponer que V' es un disco abierto.
Entonces sabemos que existe G : V' — C holomorfa tal que © = ReG. Como la composicién de
funciones holomorfas es holomorfa se tiene que H = G o F' es holomorfa, y por tanto Re(H) =
Re(G) o F = u o F es arménica. O

Teorema 11.22. Sea 2 un abierto acotado de C cuya frontera OS) es una curva cerrada simple, y sea
f: 09 — R continua. Entonces existe una tinica solucion del problema

Au=0 en(,
u=f en 0f€).

Demostracion. La unicidad es consecuencia del principio del maximo estudiado en la seccién anterior.
Para probar la existencia, sea F' : D — () conforme (F' existe gracias a teorema de la aplicacién de
Riemann). Por el teorema de Carathéodory sabemos que F' puede extenderse a un homeomorfismo de D
en Q, que seguiremos denotando F. Consideremos g = f o F' : D — R, que es continua, y sea v la
unica solucién del problema de Dirichlet en el disco, es decir

Av=0 enD,
v=g en JD.

Por el lema anterior se tiene que u := v o F'~! :  — R es arménica en 2, es decir cumple Au, = 0 en
(2. Por otra parte es claro que u es continua en , y cumple v = go F~1 = f en 0f. O

Como se ve en la prueba, la solucién de este problema es de la forma v o ¢, donde ¢ : 2 — D es
conforme y v es la solucién del problema de Dirichlet en el disco unidad con dato de fronterav = fop~!
en JD. Segiin hemos visto en la seccidn anterior, hay una férmula explicita para la solucion de este tltimo
problema. Sin embargo la demostracién del teorema de la aplicaciéon de Riemann no proporciona una
férmula explicita para ¢. Por este, entre otros muchos motivos, resulta ttil hallar férmulas explicitas de
aplicaciones conformes entre el disco unidad y un abierto simplemente conexo de C. En algunos de los
problemas que siguen se proponen férmulas de este tipo para recintos tales como semiplanos o bandas.

11.6. Problemas

Problema 11.1. Consideremos la banda horizontal 2 = {z +iy : 0 <y < 1},ysean fy, f1 : R = R
continuas y tales que lim,|_,, fj() = 0, j = 1,2. Definamos f : 0 — R por f(z,0) = fo(v)y
f(z,1) = f1(z). Consideremos también las funciones

F(Z):ilog(l_z)’ ) = i

i .
1+z2 14 e™*
1. Demostrar que F' : D — Q es conforme, con inversa F'~! = G : Q — D.

2. Combinar la solucién del problema de Dirichlet { Av = OenD, v = foF en 0D}, y la aplicaciones
F'y G, para obtener una férmula explicita para la solucién del problema de Dirichlet { Aw = 0 en
Q, u= fend, lim; . u(z) = 0}.

Problema 11.2. Demostrar que si f € L?(T) entonces

n

> w5 [l - 3 fue

k=—m k=—m

2
_ 1 2
dt — %/Tu(t)\ dt.

Indicacién: para comenzar, usar la férmula |2|? = 2% con el integrando del término de la izquierda.
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Problema 11.3. Demostrar que si f : T — C es de clase C" a trozos entonces Y, ., 1f(n)| < 00, yen
particular im0 3 < v f(n)e™ = f(t), uniformemente en ¢ € T.

Indicacién: integrar por partes para demostrar que f’(n) = mf(n) Luego usar el ejercicio anterior (con f’ en
lugar de f), observando que
1

nl

ol = P < 5 (170

Problema 11.4. Demostrar el lema de Riemann-Lebesgue: si f € C(T) se tiene que

~

lim f(n)

|n]—o0

0.

Indicacién: suponer primero que f € C1(T).
Problema 11.5. Si f € C*(T), demostrar que

lim nkf(n) =0.

[n|]—o00
Problema 11.6. Sean o, C > 0y m € N con m > 2. Supongamos que f € C(T) verifica que

Fmy < -2

|n|m+a
para todo n € Z con |n/| suficientemente grande. Demostrar que entonces f € C™(T).
Problema 11.7. Sea f € C(T). Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
1. f esreal analitica.
2. Existen K, a > 0 tales que |f(n)| < Ke=®"l para todo n € Z.

3. Existea > Otalquelaserie ) | f(n)emz converge y define una funcién holomorfa en |Im(z)| <
a.

Problema 11.8. Demostrar el Teorema[11.3]

Problema 11.9. Dar una demostracién del teorema de Weierstrass de aproximacién polindmica siguien-
do estas pautas (que son esencialmente las ideas que usé Weierstrass en su demostracion):

1. Dado un compacto K de R™ y una funcién continua f : K — R, usar el teorema de extension de
Tietze para extender f a una funcién continua de R” en R, que seguiremos denotando f. Demostrar
que puede suponerse f(z) = 0si |z| > R, para algin R > 0.

2. Demostrar que el nicleo del calor

1

b e
(4mt)n/2 ’

(575(:5‘) =

es un nuicleo de sumabilidad. Deducir que lim;_,o+ f * &; = f, uniformemente en K.

3. Escribir e~17=¥*/4 como una suma infinita del tipo e~ |7*/4t=1vI*/40 5% Py (12 y. ), donde
cada funcién z — Py (x,y,t) es un polinomio k-homogéneo.

4. Escribir
Frie) = [ pwita =)y - |3 e e oyt

y probar que puede sacarse la suma infinita fuera de la integral, con convergencia uniforme para x
en cada bola B(0, R), R > 0.
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5. Comprobar que la funcién = — gp(2,t) = [p. Fy)e™WP/4 P (2. y, t)dy es un polinomio k-
homogéneo, paracada k € N, ¢ > 0.

6. Deducir que

e8] o0 2 2\ J o0
pesin == ($54,(45) ) (S
= j=0 k=0

es una funcién real-analitica en R™. Después truncar las series para concluir el resultado buscado:
toda funcién f continua en K puede aproximarse por polinomios reales, uniformemente en /.

Problema 11.10. Si u : © C R? — R es una funcién arménica, usar la férmula del valor medio y un
cambio a coordenadas polares para demostrar que

1
s = g [ ey
Z0,T

wr

para cada zg € Qy cada r > 0 tales que D(zg,7) C Q.

Problema 11.11 (El teorema de Morera vale con circulos en lugar de tridngulos). Sean §) abierto de C,
y f: Q — C continua. Supongamos que
f=0
oD

para todo disco cerrado D contenido en ). Demostrar que entonces f es holomorfa en (2.

Indicacién: Definir f. como en el Teorema , usar el teorema de Fubini para comprobar que f oD fe(2)dz =0,
y combinar con el problema[7.10}

Problema 11.12. Demostrar que el teorema de Morera es vélido también si se cambian los tridngulos
por traslaciones y homotecias de cualquier curva cerrada simple fija, de clase C'! a trozos (por ejemplo,
un cuadrado, o un rectangulo).

Problema 11.13. Para cada ¢t > 0 definamos

t 1

Kalo) = cmre

r e R.

Si f: R — Res continua y acotada, definamos f;(x) = f * Ki(z),y F(z,y) = f * K,(z), es decir

F(z,y) = 1 /Oo L(S)ds’

T J oo (¥ —5)2 + 42
para = + iy € H, el semiplano superior.

1. Demostrar que { K}~ es un nicleo de sumabilidad. (A este niicleo se le llama nicleo de Poisson
para el semiplano superior.)

2. Demostrar que F' es arménica en H, y que lim,, y—,(2,,0) F'(7,y) = f(z0) para todo zo € R.

3. Suponiendo ademds que lim|;|_, f (x) = 0, concluir que F' es la unica solucién continua del
problema {AF =0enH, F' = f en R = OH, lim|,|_,, F'(2) = 0}.

Problema 11.14. Sea (u;) una sucesién de funciones armoénicas definidas en un abierto 2 de C, y
supongamos que (u,) converge a una funcién u, uniformemente en cada compacto de 2. Probar que u
también es armonica.
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Recordemos que L?(T), el espacio de las funciones de cuadrado integrable en la circunferencia
unidad, es un espacio vectorial sobre C con un producto escalar definido por

1

2w
o) =5 [ et

y una norma asociada
1/2

2w
171 = @2 = (52 [ isra)

es decir, se cumplen, para todos f, g, h € L*(T) y todos o, 3 € C,
af +Bg,h) = aff,h) + B(g, h);

f.ag+ Bh) =a(f, g) + B{f, h);

f9) =19, )

fif)=0;

[f)=0 <« f=0y

1.

NS

w

4.
5.

{
-
-
{
{
6.

f.9)=0 = [If +g|2 = If2 + [ gll? (teorema de Pitdgoras)

Ademds (L*(T), || - ||) es un espacio vectorial normado completo. Por tanto L*(T) es lo que se llama un
espacio de Hilbert complejo. Recordemos también que L?(T) C L'(T) (es decir, toda funcién medible
de cuadrado integrable es también integrable).

Definamos e, (t) = ™ paracadat € R, n € Z. Con esta notacién, observemos que los productos

~

(f en) = f(n)

dan los coeficientes de Fourier de f, y las sumas parciales de su serie de Fourier son entonces

=Y fwen= Y fenen

In|<N In[<N

Problema 11.15 (Mejor aproximacién en media cuadritica de la serie de Fourier). Si f € L?(T), de-
mostrar que

1= SvOI<IF = 3 cueal

In|<N

para toda (¢, )nez C C.
Indicacién: comenzar probando que f — Sx (f) es ortogonal a Z\n| <~ bnen paratodos (b )nez C C; luego poner

b, = jA'(n) — ¢, y aplicar el teorema de Pitdgoras a f — Sy (f) + Z|n|<N bpén.

Problema 11.16 (Convergencia en media cuadratica de la serie de Fourier). Demostrar que para toda
f € L*(T) se tiene que
Jim 7~ Sx(p)] = 0.
—00

Indicacién: Empezar suponiendo que f es de clase C! a trozos y periédica y recordar el ejercicio Después
usar que este tipo de funciones forman un subespacio denso de L?(T).

Problema 11.17 (Identidad de Parseval). Si f € L?(T), demostrar que
1717 = 1f )
nez

Indicacion: combinar dos de los problemas de este capitulo.



134 CAPITULO 11. LAS FUNCIONES ARMONICAS Y EL PROBLEMA DE DIRICHLET

Problema 11.18. Probar la siguiente desigualdad de Poincaré: si f es de clase C'' a trozos y periédica,
entonces

2T N 2T
| 1w - Foypa< [ iswpar
0 0

con igualdad si y sélo si f es un polinomio trigonométrico de grado 1 (es decir, de la forma f(t) =
20 + ae~" + be't, donde zp, a, b € C).

Problema 11.19 (Desigualdad isoperimétrica). Sea ~ una curva cerrada simple de clase C'! a trozos en
el plano, con longitud /, que encierra una regién de drea A. Demostrar que
62
A< —
— 47_‘_ )
con igualdad si y sélo si y es una circunferencia.
Indicacién: puede reducirse el problema al caso de una curva parametrizada por el arco v(t) = z(t) + iy(t)

de longitud 27 y orientada positivamente, y entonces basta ver que A < 7, con igualdad si y sdlo si -y es una
circunferencia. Por el teorema de Green,

24=2 [ oo/ () = [ (2 =507 + () = @0 = 5(0) ~ )"
y puede aplicarse el problema anterior.

Problema 11.20. Derivar bajo el signo integral la férmula integral de Poisson para obtener el siguiente
resultado: si F C C%(Q) es una familia de funciones arménicas que estd uniformemente acotada en cada
disco cerrado contenido en 2, entonces las derivadas parciales de cualquier orden (fijo aunque arbitrario)
de las funciones de F estdn uniformemente acotadas en cada disco cerrado contenido en §2.

Problema 11.21. Usar el pronlema anterior junto con el teorema de Arzela-Ascoli y un argumento de
diagonalizacién para deducir el siguiente resultado: si 7 C C?(€2) es una familia de funciones arménicas
que estd uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de €2, entonces cualquier sucesion (uy,)
contenida en F tiene una subsucesion (u,,) que converge uniformemente en cada subconjunto compacto
de €.

Problema 11.22. Sean 2 C C abierto conexo, y F C C?(f) una familia de funciones arménicas y
positivas. Probar que para toda sucesioén (u,) C F, o bien u,(z) converge uniformemente a +oo en
cada subconjunto compacto de 2, o bien tiene una subsucesién (uy,; ) que converge uniformemente a una
funcién arménica u € C2(£2) en cada compacto de €2.

Problema 11.23. Sea (u,(z)) una sucesién creciente de funciones arménicas en un abierto conexo
Q C C. Probar que (uy,(z)) converge uniformemente en los compactos de €2, o bien a +00, 0 bien a una
funcién v arménica en ().

Indicacién: considerar v, (2) = uy,(2) — u1(2).

Problema 11.24 (Mas sobre desigualdades de Harnack). Sean 2 un abierto conexo de C, K un subcon-
junto compacto de €2, y zo € €2. Demostrar que existen nimeros positivos ' y 3 (dependientes de zg, K,
y ) tales que

au(zo) < u(z) < Pu(zo)

para toda funcién armonica positiva u : 2 - Ry todo z € K.

Problema 11.25. Demostrar que si u es arménica, 1>

tante en cada componente conexa de su dominio.

no puede serlo también, a no ser que « sea cons-

Problema 11.26. ;Para qué f € H(Q) es | f|* arménica?
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11.7. Bonus: Las funciones armoénicas y el problema de Dirichlet en R”

Algunos de los resultados anteriores se pueden generalizar al caso de funciones en R con n > 2; en
esta seccion estudiaremos alguna de estas generalizaciones y en particular resolveremos el problema de
Dirichlet en una bola de R™: dada cualquier bola B(z, R) en R" con n > 2, y cualquier funcién continua
f : OB(z, 1), existe una dnica funcién continua u : B(z, R) — R tal que

Au=0 enB(z R),
u=f en 0B(z, R).

Comenzaremos probando que las funciones arménicas en R™ tienen la propiedad del valor medio.
Para ello recordemos el teorema de la divergencia en R": si ) es un abierto acotado de R™ con frontera
de clase C' y W € C*(Q, R") entonces

/divW: W N,
Q o002

donde N es la normal unitaria exterior a Q2. En consecuencia, si u,v € C?(12), poniendo W = uVov —
vVu se obtiene la siguiente férmula de Green

/(uAv—vAu) = / (u(Vv-N)—v(Vu-N)). (%)
Q [2}9]
En el caso en que u es armodnica, poniendo v = 1 en la dltima igualdad se deduce también

Vu-N =0. ().
o0

En lo que sigue denotaremos B = B(0,1), S = 0B(0,1),y

fo= )y

donde p denota la medida respecto de la cual se integra.

Teorema 11.23 (Propiedad del valor medio). Sea u € C%(Q2), donde 2 es un abierto de R". Entonces u
es armonica en ) si y sélo si para cada bola B(z,r) C §) se cumple

u(z) = ]{qu(z +r¢)d¢ = fB(w) u

Demostracion. Supongamos primero que u es arménica en €2. Definamos las funciones

0(Q) = u(z+70), y () = fs u(z + rC)dC = JQ o

Como u es arménica en un entorno de B(z,r), es claro que v, es arménica en un entorno de B. Por
tanto, usando (),

1
:7£Vu(z+TC)'CdC:TJ[SVUT‘NZO’

de modo que ¢ es constante. Luego

][Su(z +7¢)d¢ = ¢(r) = sliI(I]l'*‘ o(s) = lim vs ][S lim vs = u(z),

s—0t s—0t

lo que prueba la primera igualdad. La segunda igualdad se sigue de esta empleando coordenadas esféricas
generalizadas, y se deja como ejercicio para el lector.
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Reciprocamente, supongamos que Awu no es idénticamente cero en §), entonces existiria una bola
B(z,r) enlaque Au es estrictamente positiva o estrictamente negativa, supongamos Au > 0 en B(z, 1)
por ejemplo. Entonces Av, > 0 en B. Como u tiene la propiedad del valor medio, la funcién ¢ definida
més arriba es constante, luego ¢’(r) = 0. Pero, usando () con v = 1, tenemos

=41 o
= - r'N: Ar
©'(r) TSVU )y v >0

(donde A,, es la medida de la esfera S C R” respecto de la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional).
O

El siguiente resultado es la clave para demostrar la unicidad de las soluciones de la ecuacién de
Laplace en cualquier abierto acotado, fijada una condicién de frontera.

Teorema 11.24 (Principio del maximo). Sean Q un abierto acotado de R™, y v € C%(Q) N C(Q).
Supongamos que u es armonica en ). Entonces

maxu(z) = maxu(z).
nax (2) méx (2)

Ademds, si ) es conexo y u tiene un mdximo en §2, entonces u es constante en ().

Demostracion. Supongamos que existe zg € 2 conu(zg) = M > u(z) para todo z € ). Entonces, para
cadar € (0, d(zp,00)), por la propiedad del valor medio,

M:u(zo):][ u < M,
B(Z07)

y como, al ser u continua, la igualdad sélo puede darse si u = M en B(zp,r), se deduce que u es
constante en B(zp, 7). En particular esto prueba que el conjunto {z € Q : u(z) = M} es abierto. Como
también es un cerrado relativo a {2, que es conexo, se deduce que este conjunto coincide con §2, lo que
prueba la segunda parte del enunciado, que a su vez implica la primera. 0

Corolario 11.25. Sean 2 un abierto acotado de R", f € C(R2), g € C(0N2). Entonces a lo sumo existe
una unica solucion del problema
Au=f en{,
U=y en 0S2.
Finalmente demostraremos la existencia de soluciones del problema de Dirichlet en cualquier bola
de R, proporcionando ademads una férmula integral para dichas soluciones. Como motivacién de esta

férmula, recordemos que en el caso n = 2 ya sabemos que la tinica solucién de este problema en el disco
unidad viene dada por

=) = 5 ([ ety

ke
1 it —ik(6—t). K| 1 it 1—7?
- dt = — S Sk — -
5 Tu(e ) (;Ze r 5 11qu(e )’1 I
1 o 1—1? 1
s | it = 5 [ QPO
donde L
1—|z
P(z,() = .
=0

En el caso n > 3, definiremos el niicleo de Poisson para la bola B como

P(z,¢) := 1_7’:U|2

|z =™’
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y para cada f € C(S) denotaremos la integral de Poisson de f por

/f P(a, Q)dC,

donde A,, es la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional de S C R".
Proposicion 11.26. Para cada ¢ € S, la funcion x — P(x, () es armonica en R™ \ {(}.

Demostracién. Se deja como ejercicio (considerar uv, donde u = 1 — | - |2, v = | - —¢|™", y usar que
A(uv) = uAv + 2Vu - Vv + vAu). O

El nicleo de Poisson tiene ademas las siguientes propiedades, que recuerdan a las de los nicleos de
sumabilidad.

Proposicion 11.27.
1. P(z,{) > 0paratodoz € B, ( € S.
2. A fs x,¢)d¢ = 1 para todo x € B.

3. Paracadan € Sycada§ > 0 se tiene

lim P(z,¢)d¢ = 0.
27N J{¢es:|¢—n|>8}

Demostracion. La primera propiedad es obvia, y la tercera se prueba inmediatamente usando el teorema
de la convergencia dominada. Demostremos la segunda. Mediante un célculo se ve que

foric= [P (i) = [P (wic ) ac

Por la proposicién anterior, la funciéon ¢ — P (\x|§ , ﬁ) es armoénica y entonces, usando la propiedad
del valor medio, obtenemos

T 1 T 1
=r o)< [ e freon

Teorema 11.28. Para cada f € C(S), existe una tinica solucion u € C*(B) N C(B) del problema

Au=0 enB,
u=f en S,

que satisface u(z) = P(f)(z) para cada x € B.

Demostracion. Definamos u por u(x) = P(f)(z) siz € B,y u(zx) = f(z) si x € S. Diferenciando
bajo el signo integral y usando el lema anterior tenemos

Au(x) = AP(f)(x /f )AL P, )dC = 0,

luego u es armdnica en B. Veamos que u es continua en S. Dados 7 € S, € > 0, por la continuidad de f
existe & > 0 tal que |f(¢) — f(n)| < e/2si|¢ —n| < 4. Usando la dltima propiedad de la proposicion
anterior, podemos suponer que

1 €
- P(z,)d{ < ————
An Jices:|c—nl>6} (@0) 2(1+ || flloo)
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si |x — n| < 4. Por tanto, usando las dos primeras propiedades de dicha proposicion,

fule) — u(n)| = U [6© - 1P| <

1 e
An /{ceswcm}'f (©) — F)| P, )¢ +

1
2 ) e -
4, /{CGS:<n>5}‘f(O F(n)|P(z,¢)d¢

€ 1
2y [ P, Q)¢ < e
n J{(eS:|¢—n|>d}

O]

Corolario 11.29. Para cada bola B(z,r) C R" y cada f € C(90B(z,r)) existe una vinica solucion del
problema v € C*(B) N C(B) del problema

Au=0 enB(zr),
u=f en 0B(z,r).

Ademads u viene dada por la formula

1 r? — |z — z|?
—An/sﬂzwo dc

r2=n|e —z — rd|"

para cada x € B(z,r).

Demostracion. Basta observar que las soluciones de

Au=0 enB(zr),
u=f endB(zr).

y las de
Av=0 enB,
v=g en 0B.
se corresponden via las formulas v(y) = u(z + ry), g(y) = f(z + ry). O

De forma totalmente andloga a la empleada en los Corolarios [TT.18]y [[T.19] pueden establecerse las
desigualdades de Harnack para funciones armonicas en R™, asi como algunas de sus aplicaciones, como

el Corolario [I1.20]y los problemas[IT.20] [I1.21] [T1.22]y [T1.23] Queda al cuidado del lector interesado

enunciar y demostrar estos resultados.
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